Gruppentheorie

michael.gerhaeuser@gmx.de benedikt.ahrensQweb.de

10. August 2007

Zusammenfassung

Gruppentheorie nach Dr. Harald Meyer, Sommersemester 2007

Inhaltsverzeichnis
0 Einfiihrung
1 Grundlagen

2 Zentralisator, Normalisator und Kommutator
Zentralisator, Normalisator und Zentrum . . . . . . . .. ... ...
Konjugationsklasse . . . . . . . .. .. ... ... ...
Klassengleichung . . . . . . . . .. ... .. oo
p-Gruppe, p-Gruppe . . . . ...
Kommutator . . . ... . .. ... ... ...

3 Der Satz von Sylow
Sylowgruppe . . . . . ..
Satz von Cauchy . . . . .. . . . ... ...
Op (G),O0(G) . . ..
Satz von Sylow . . . . .. ...
Zerlegung von Gruppenelementen . . . . . . .. .. ... ... ...
Exponent . . . . . . . . ...

4 Automorphismengruppen zyklischer Gruppen
Eulersche o—Funktion . . . . ... ... ... . ... ... ...,
Primitivwurzel modulon . . . . . . ... ... L.

5 Gruppenoperationen

13
13
17
17
18
19

25
26
26
28
29
33
34

34
34
38

46



6 Symmetrische und alternierende Gruppen
Zykelpartition und Zykeltyp . . . . . . . . ... L.
Konjugationsklassen der S,, . . . . . . . .. ... ... ...
Konjugationsklassen der A,, . . . . . .. ... ... ... ... ...

7 Nilpotente Gruppen
Absteigende und aufsteigende Zentralreihe . . . . . . . . . ... ..
Nilpotente Gruppen . . . . . . . . . .. ...
Nilpotenzklasse . . . . . . . . . . . . .. ...

8 Der Satz von Schur-Zassenhaus
Satz von Schur-Zassenhaus . . . . . . . . . .. ... ... ...

9 Die Verlagerung
Verlagerung . . . . . . . ...
Satz vom normalen Komplement . . . . .. ... ... ... ... ..
p-Nilpotenz . . . . . . . ..

0 Einfiihrung

Folgendes wird als bekannt vorausgesetzt:

54
95
26
o8

66
66
67
71

74
76

e Definitionen: Gruppe, Untergruppe, Normalteiler, Faktorgruppe, Ord-

nung
e Untergruppenkriterien
e Homomorphiesatz und Isomorphiesétze:

0.1 Satz Homomorphiesatz
G, H Gruppen, ¢ : G — H Homomorphismus. Dann gilt:

G/ Ker H = Im .

0.2 Satz 1. [somorphiesatz
Sei H < G,N < G. Dann gilt:
1. HN < @.
2. N HN.
3. HNN < H.



4. Der kanonische Homomorphismus
H/HNN — HN/N, h(HNN)w— hN
15t ewn Isomorphismus.

0.3 Satz 2. Isomorphiesatz
Seien M, N 1 G, M < N. Dann gilt:

1. N/M 1G/M.

2. Der kanonische Homomorphismus
(G/M) [ (N/M) — G/N, (gM)(N/M)+— gN
1st ewn Isomorphismus.

Der Satz von Lagrange:

0.4 Satz Satz von Lagrange
Die Ordnung der Untergruppe teilt stets die Ordnung der Gruppe.

Definition von zyklischen Gruppen, die Gruppen Z,.
Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen:

0.5 Satz Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen

Jede endliche abelsche Gruppe ist direktes Produkt von Gruppen von
Primzahlpotenzordnung, das heifit es gibt (nicht notwendig verschiede-
ne) Primzahlen p1,...,px, so dass

Ggprln X ... D a.

Py
Eigenschaften zyklischer Gruppen, zum Beispiel:
Lom = Ly, X Ly = ggT (n,m) = 1.
Definition des direkten Produkts von Gruppen.
Definition der symmetrischen Gruppe S,,, alternierenden Gruppe A,,.

sign: S, — {1,—1}.

Rechnen mit Zykeln in S,,, Zerlegung in elementfremde Zykeln.



1 Grundlagen

Im ersten Kapitel werden wir verschiedene Sétze besprechen, die evtl. auch
schon bekannt sind.
Generalvoraussetzung: G sei eine endliche Gruppe.

1.1 Lemma
Seien A, B C G (nicht notwendig Untergruppen) mit A~ = A, B! = B.
Dann gult:

1.
Al - 1B
AB| =
|AB] ANB|
wobet AB die Menge aller Produkte der Form a-b mita € A undb € B

18t.

2. Seien jetzt A, B < G Untergruppen von G. Dann gilt: AB st Unter-
gruppe von G genau dann, wenn AB = BA.

Beweis:

1. Seien ay,as aus A, by, by aus B. Dann gilt:

a1b1 = a2b2 ~ a;lal = bgbl_l =de ANB
& 3d in AN B mit a1 = ayd, b= d 'b,.

Zu einem festen Produkt asby gibt es genau |A N B| Moglichkeiten,
Elemente a; in A,b; in B zu wéhlen derart, dass asby = a1b;. Damit

: Al-|B
ist |AB| = FHZL

2. Sei zunichst AB Untergruppe von G. Dann ist AB = (AB)™! =
B-'A-L MEC A,
Ist umgekehrt AB = BA, so folgt (AB)(AB) = A(BA)B <" A(AB)B
= (AA)(BB) = AB. Nach dem Untergruppenkriterium fiir endliche
Gruppen (setze REF!) ist damit AB Untergruppe von G.

1.2 Definition und Satz

1. Die Menge Aut(G) aller Automorphismen « : G — G bildet mit der
Verkniifpung iiber Komposition eine Gruppe, die sog. Automorphis-
mengruppe von G.

2. Fiir jedes ¢g in G ist die Abbildung ¢, : G — G,z — g l'zg, die
sog. Konjugation mit g, ein Automorphismus von G. Automorphismen
von diesem Typ heiflen innere Automorphismen, andere heiflen dufere
Automorphismen.



3. Die Menge Inn(G) der inneren Automorphismen bildet eine Untergrup-
pe von Aut(G). Es gilt: Inn(G) < Aut(G).

4. Eine Untergruppe U von G heifit charakteristisch (schreibe U char G),
wenn U invariant ist unter Automorphismen von G, d.h. wenn a(U) =
U fiir alle o aus Aut(G).

Bemerkung
Es ¢gilt U <G <= ¢ 'Ug = U fiir alle g € G < «a(U) = U fiir alle
a € Inn(G). Daher gilt U charG = U < G.

Beweis von 1.2:
1. trivial

2. g7lzg = 1 & o = gg~'. Also ist o, injektiv und, da |G| < oo, auch

surjektiv. Weite ist ¢, (xy) = ¢ 'ayg = g trgglyg = (), (y).

Also ist ¢, ein Homomorphismus.

3. Seien hq, hy € G. Wir zeigen
Phy © Phy —
Onih, € Inn(G):
Pny © o (2) = @ny(hi'why) = hy'hy'whihy = (hihg) 'a(hihs) =
Onyny () Also ist ©p, © Y, = ©nn, € Inn(G) und damit Inn(G) <

Aut(G).
Sei nunl/) e Aut(G) g € G.Dann gilt: (¢! 9091/1)( ) = g Y(x)g) =
vHg) T g) = py-rg(@). Also ist PTogl = @y € Inn(G

und damlt Inn(G) < Aut(G)

1.3 Bemerkung

Die Formel ¢p, 0 ¢, = @n,n, im letzten Beweis ist nicht nur unschon, son-
dern verursacht haufig technische Schwierigkeiten: Die Komposition von Ab-
bildungen ist fiir die Gruppentheorie “verkehrt herum”. Z.B. sollte bei ei-
nem Homomorphismus ¢ : G — Aut(H) mit ¢(g9) = «a,¢(h) = [ auch
©(gh) = aff gelten.

Als Abhilfe vereinbart man folgende Konvention: Abbildungen, Homomor-
phismen werden rechts von Elementen als Exponent geschrieben, also g
statt a(g) und entsprechend g°? statt 8(a(g)).

In der symmetrischen Gruppe lesen wir Zykel von links nach rechts und mul-
tiplizieren sie auch von links, also (1 2)(1 3)=(1 2 3).

1.4 Satz Korrespondenzsatz
Sei N Normalteiler in G. Der natirliche Epimorphismus v : G — G/N
induziert eine Bijektion

5 {UIN<U<G}— {V|IV<G/N}, U+ o)
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zwischen der Menge der Zwischengruppen von N und G und der Menge der
Untergruppen von G /N . Dabei entsprechen Normalteiler einander, es gilt also
N < U <G genau dann, wenn v(U) < G/N.

Bewers:
Ist U <G, soist v(U) < G/N wieder Untergruppe, denn Homomorphismen
bilden Untergruppen wieder auf Untergruppen ab. Also ist © wohldefiniert.
Die Umkehrabbildung ist o= : V' — o7 }(V). Weil v surjektiv ist, gilt
v(w (V) = V. Ist N < U, so gilt v (v(U)) = UN = U. Damit ist ©
—~—
UN/N
bijektiv.
Sei jetzt N < U <1 G. Dann ist 2 'Ux = U fiir alle x € G. Hierauf v an-
gewandt liefert v(U) = v(z~'Ux) = v(z)'v(U)v(x). Durchliuft = ganz G,
so durchlauft v(z) ganz G/N, also folgt v(U) < G/N. Sei V < G/N und
U < G mit N < U eine Untergruppe mit v(U) = V. Wir zeigen, dass U und
U fiir jedes x € G durch © auf V abgebildet werden: es gilt o(z~'Ux) =
(@ WUz) = v(z) o(U)(x) = v(e) Vo) " E™V = o(U) = 5(U). Nach
dem ersten Teil folgt 71Uz = U*. Da dies fiir alle x € G gilt, ist U< G. [

1.5 Definition
1. G heift einfach, wenn G aufler (1) und G keine Normalteiler besitzt.
2. Ein Normalteiler N <1 G heifit mazimal, wenn es keinen Normalteiler

M <G gibt mit N < M < G. Nach dem Korrespondenzsatz 1.4 ist dies
genau dann der Fall, wenn G/N einfach ist.

3. Ein Normalteiler N <1 G heiit minimal, wenn es keinen Normalteiler
M <1 G gibt mit (1) < M < N.
Beachte: N muss hier nicht einfach sein, da M <N < G E-y v Yel

1.6 Satz Cayley
Jede Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu einer Untergruppe der S,,.

Beweis:

Sei |G| = n und fiir jedes g € G seiry : G — G,z — xg die Rechtstranslation
um g.

Die Abbildung r : G — Sg, g — 714 ist ein injektiver Gruppenhomomorphis-

mus:
2" =z (gh) = (zg)h = xg"™ = (z"9)n = g9 )

liefert r(gh) = r(g)r(h). Weil

Ker(r) ={glz - g =aVx € G} = (1)
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ist r injektiv.
Mit dem Homomorphiesatz folgt

G=G/Ker(r)=ZInn(r) <S¢ =S,

1.7 Satz
Sei G eine Gruppe mit |G| = 2n, n ungerade. Dann besitzt G einen Normal-
teiler der Ordnung n.

Beweis:

Wir zeigen zunéchst, dass G ein Element g der Ordnung 2 enthalt. Sei A :=
{9 € Glg=g'}und B :={g € Glg # g~'}. Dann ist G = A1l B.|B| ist
gerade, da mit ¢ € B auch g7' € B, g~ # g. Also ist auch |A| = 2n — |B)
gerade. Da 1 € A folgt |A] > 2, d.h. es gibt g # 1 mit g = g™}, also ¢*> = 1.
Sei r : G — Sg die Einbettung von GG wie im Beweis von 1.6. Dann ist
r(G) =: h ein Element der Ordnung 2. Wegen ord(h) = 2 kommen in der
Zerlegung von h in disjunkte Zykel nur Zykel der Léange 2 vor. Nach 1.6 gilt
h(z) = z - g fiir alle z in G. Da g # 1, ist - g # z fiir alle z in G, d.h.
die Permutation A hat keine Fixpunkte. Also ist A das Produkt von n Zykeln
der Lénge 2. Damit ist sign(h) = (—1)" = —1. Also ist signor : G — (—1,1)
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus und Ker(signor) <t G. Nach dem

Homomorphiesatz gilt | Ker(sign or)| = @ =n. O

Bemerkung
Ist G eine einfache Gruppe mit 2 | |G/, so gilt 4 | |G| (fiir |G| > 2).

1.8 Satz Konstruktion
Sei U < G eine Untergruppe von Index [G : U] = k und {Uy,,..., Uy} =
{N1,..., Ny} die Menge der rechten Nebenklassen von U. Dann wird durch

@:G—>Sn,gl—>(.1 2 n)

Zl Z2 ... ZTL

mit Nyg = Ny, ..., Nrg = N;, ein Gruppenhomomorphismus definiert.

Es gilt Ker(¢) = Nyeq9 'Ug S U. Fiir k > 2 ist @ nicht trivial.

Beweis:

@ ist wohldefiniert:

N;g = N; Ugig = Ugjg <= gig € Ug,g

111l

JueU:gg=ugjg <= JueclU:g =ug
gZGUgJ<:>UgZ:Ug]



Das bedeutet, ¢(g) ist tatsichlich Permutation. ¢ ist ein Homomorphismus:
Sei ¢(gh) = m. Sei N;g = NjundNjh = N,,. Dann ist N;gh = N,,. Also
ist m eine Permutation mit ™ = m. Gleichzeitig ist ¢(g) = o mit 7 = j
und @(h) = 7 mit j7 = m. Daher ist 7 = j7 = m = i", also 7 = o7
und damit p(gh) = ¢(g)p(h). Es gilt: Ker(p) = {g € G|Ugig = Ug;,i =
1,...,n} = {9 € Glgigg; " € Ui =1,....n} = {g € Glg € g;'Ug;,i =
1,...,n} = ﬂgeGg_lUg. Sei k > 2. Sei Ug, # Ugo. Setze g := g; ‘g2, dann
ist Ugig = Ugigyt = Ugy # Ugy. Also ist ¢(g) # 1 € Sy.

Bemerkung

1. Setzen wir U = (1), so erhalten wir wieder den Satz von Cayley mit
genau dem dortigen Beweis.

2. Die Rechtsmultiplikation auf den Rechtsnebenklassen ist eine sogenann-
te Gruppenoperation. Zu jeder Gruppenoperation gehort ein Homomor-
phismus in eine geeignete symmetrische Gruppe - in diesem Fall genau
der oben konstruierte.

1.9 Definition inneres und dufieres Produkt

1. Seien G1, Gy Gruppen. Das kartesische Produkt GG; X Gy wird mit der
komponentenweisen Verkniipfung zu einer Gruppe, dem sogenannten
aufleren direkten Produkt von G und Go.

2. Seien Ny, ..., N, Normalteiler von G mit:
(a) G:NlNQNk
(b) NZﬂNlNZ,1N1+1Nk = <1> flir ¢ = 1,7]{)
Dann heifit G inneres direktes Produkt von Ny,..., Ng.

1.10 Satz
Sei G = Ni-...-Nj ein inneres direktes Produkt der Normalteiler Ny, ..., Ng.
Dann gilt:

1. Fiir i # j kommutieren Elemente von N; und N;, d.h. fir a € N;,b €
N; gilt ab = ba.

2. Jedes a € G besitzt eine (bis auf Reihenfolge) eindeutige Darstellung
a=ay-ay-... -ap mit a; € N;.

Beweis:



1. N;,N; <G, daher gilt ¢=" 0" "a_b a b abe N;NN; < N;N (N

ENi EN]' ENi GNi
“N;_1Niy1-...- Ny) = (1). Also folgt a™'b"tab =1 < ab = ba.
2. Wegen G = Ny -...- N, gibt es eine Darstellung a = a;y - ... - a; mit
a; € N;.
Zur Eindeutigkeit: Sei zunédchst @ = 1 = aq - ... ap. Nach 1 gilt:

NZ‘ ) a;l = a1az...0;—10;y1...0 € N1 . NilefL’J’,l c. Nk Damit ist
a;' € NyN(Ny ... Nio1Niyq ... Ny) = (1), also ist a; = 1.
Sei nun @ = ay...a; = by...by mit a;,b; € N;. Dann gilt nach 1:

1 = (a;'b1)(ay'ba) - ... - (a;'by). Wie oben gezeigt gilt dann a; 'b; =
l<=a;=bfiri=1,... k.
1.11 Satz

Sei G = Ni-...-Ny das innere direkte Produkt der Normalteiler Ny, ldots, Ny.
Dann ist G isomorph zum dufSeren direkten Produkt G = Ny X ... X Nj.

Beweis:
Nach 1.10 besitzt jedes g € G eine eindeutige Darstellung g = a; - .. . - a5 mit
a; € N;. Wir definieren

©0:G— Ny X...X Ng,gr— (a,...,ax).

Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung ist ¢ wohldefiniert und bijektiv.
Sei h = by - ... b, mit b € N;. Dann ist gh = (0,1 S (lk)(bl .
br) RO G braghsy .. agby, und o(gh) = (a1by, agba, ... axby) = (a1,...,ax) -

(b1, ...bk) = ¢©(g9)p(h). Damit ist ¢ ein Homomorphismus.

1.12 Bemerkung

Das duflere Produkt GG; X ... x Gy ist das innere Produkt der Normalteiler
(1) x ... x (1) x G; x (1) x ... x (1). Wegen 1.11 unterscheiden wir im Fol-
genden nicht mehr zwischen duflerem und innerem direkten Produkt, denn
isomorphe Gruppen sind vom Standpunkt der Gruppentheorie nicht unter-
scheidbar. Der Unterschied zwischen beiden besteht in der Sichtweise. Beim
duferen direkten Produkt haben wir mehrere “kleine” Gruppen gegeben und
setzen daraus eine “grofie” Gruppe zusammen. Beim inneren direkten Pro-
dukt stehen wir vor dem umgekehrten Problem. Eine grofle Gruppe ist ge-
geben und wir suchen ihre “Bestandteile”, d.h. ihre direkten Faktoren. Das
gleiche Problem werden wir beim semidirekten Produkt haben.

1.13 Definition
Sei U < G x G und seien 7; : G x Gy — G; die Projektionen. U heifit
diagonal, wenn U G m(U) x my(U).



Beispiel
In Zy x Zs ist U := {(0,0),(1,1)} diagonal, denn U < m(U) x m(U) =
ZQ X ZQ.

1.14 Satz
Seien Gy,...,G, < G und |Gy|,...,|G.| paarweise teilerfremd. Gilt dann
|G| = |Gy] - ... - |Gy|, s0 ist G = Gy X ... X G, und jede Untergruppe U

von G hat die Form U = U; x ... x U, mit U; < G;, d.h. es gibt keine
diagonalen Untergruppen in G.

Beweis:

Wir zeigen durch Induktion iiber i: G - ... - G; ist Untergruppe von GG und
esgilt |Gy-...-Gi|=|Gy]-...-|Gilund Gy -...- G; =Gy x ... X G,.
Nach Induktionsvoraussetzung (IV) ist Gy - ... - G;—; < G. Wegen G; < G
folgt aus dem 1. Isomorphiesatz, dass auch G -...-G;_1-G; < G. Weiter gilt
|G1-...-Gi1 = |G1] - ... |G;—1] nach Induktionsvoraussetzung, und diese

Zahl ist teilerfremd zu |G;|. Mit 1.1 folgt

Gy ... Gyl |Gy
Gi... G| = =
G | (Gy-...-Gio) NG|

G- G| |Ga| = |G- .- |Gl

da nach dem Satz von Lagrange gilt (G -...- G;—1) N G; = (1). Nach dem

Satz 1.11 fOlgt Gleg (Gle—l) xGigGl X .. XGi_l XGZ'.

Seinun U < G und v € U. Nach 1.10 gibt es eindeutig bestimmte u; € G;
derart, dass u = u;-. . .-u,. Sei 0; := ord(u;) und sei n; := #===. Weil die |G|
paarweise teilerfremd sind, folgt ggT(o;,n;) = 1. Deshalb Lgibt esz,y € 7
derart, dass zo; + yn; = 1. Nach 1.10 kommutieren die u;, also ist wegen
ul' =1

yni __ yni+xo; 1
i W =y

u = (ug )M =l =
Es gilt
m(U)={u, e G;Vj e {1,...;r} —{i}Fu; € Gj:u=uy-...-u, € U}

Ist aber u = wuy - ... - wu, € U, so ist auch u; € U, d.h. m;(U) C U fiir alle i.
Daher ist m(U) - ... 7. (U) C U, also U = m(U) x ... x m,.(U).

1.15 Definition inneres semidirektes Produkt

Sei N < G. Gibt es eine Untergruppe U < G derart, dass UN = G und
UNN = (1), so heiBt U Komplement zu N in G und G heifit inneres
semidirektes Produkt von N und U.
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1.16 Bemerkung
Sei G = NU inneres semidirektes Produkt des Normalteilers N mit U. Dann
ist auch G = NU.
Die Abbildung ¢ : U — Aut(N),u — (n +— n*) ist ein Gruppenhomomor-
phismus und es gilt
(urna) (uana) = (uruz)(n}" ng)
fir ug,ug € U,ng,ng € N.
Beweis:
Wegen N <1 G ist UN = NU. 1 ist wohldefiniert, denn fiir u € U ist

0u: G — G x— utzu

ein Automorphismus. Wegen N < G ist p,(n) € N fir n € N, also ist
gou|N S Aut(N).

Die Homomorphieeigenschaft von v ist klar.

Fiir uy,us € Uyny,ny € N ist

_ -1 _ u _ “g}
(u1nq)(ugng) = ujugs NqUgNg = UTUNY?* Ny = U UM, > Na.

1.17 Definition und Satz

Seien U, N Gruppen und sei ¢ : U — Aut(NV) ein Gruppenhomomorphismus.

Dann wird das kartesische Produkt U x N mit der Multiplikation
(u1,m1)(u2,n9) := (U1U2;n§u2)n2)

zu einer Gruppe, dem sogenannten dufieren semidirekten Produkt von U mit
N beziiglich .

Schreibweise:U x N (Spitze zum Normalteiler).

Beweis:
Das Einselement ist (1y, 1y), Inverses zu (u,n) ist (v, (n=")@ )%):

(u,n)(u™, (07 = (wu™t, 7 (@ D7) =
U_l ® w— Yy —1
Zur Assoziativitat:

[(u1,m1)(u2, n2)|(uz, n3) =

(uzu3)® uf
U UaU3, Ny ny>ng)

(
(

= (wusus, (n}%)5nyins)
(
(u1,m1)(ugus, n;‘?”ang)
(

Uy, nl)[(u2, 7’L2)(U3, ng)}

11



1.18 Bemerkung

e Ist ¢ der triviale Homomorphismus, der alles auf idy abbildet, so ist
Ux N=UxN.

o U x N kann auch als inneres semidirektes Produkt von U x (1) und
(1) x N gesehen werden. Die Unterscheidung zwischen inneren und
aufBerem semidirekten Produkt ist also wieder unnotig, Bemerkung 1.12
gilt entsprechend.

e Ein wichtiges Problem der Gruppentheorie ist die Frage “Wann gibt es
zu einem Normalteiler N <1G ein Komplement?” Eine relativ allgemeine
Antwort liefert der

Satz von Zassenhaus
Sind |N| und |G/N| teilerfremd, so besitzt N ein Komplement in G.
1.19 Beispiel
Seien (d) = Z,, und (s) = Z, zyklisch. Durch
g (s) = Aut((d)),s +— (x>
1 — idy)
wird ein Homomorphismus gegeben. Das semidirekte Produkt D,, := (d) i

(s) der Ordnung 2n heifit Diedergruppe.

Bemerke: D, ist isomorph zur Symmetriegruppe des regelméfligen n-Ecks.

Das Element d entspricht der Drehung um @, s einer Spiegelung an einer

Symmetrieachse.

1.20 Definition Kranzprodukt

1. Seien G, H Gruppen. Sei |H| =n, H = {hy,...,h,}. Dann wird fiir
h € H durch h; - h = hg, ;) eine Permutation m, € S, definiert. Die
Abbildung

U G" = G (g1, 9n) = (Grn(1)s - - - Grp(n))

ist ein Automorphismus von G", dem n-fachen direkten Produkt von
G mit sich selbst. Durch

¢: H— Aut(G"),h — 0,
wird ein Gruppenhomomorphismus definiert. Das semidirekte Produkt
Gy H:=(G") %N

heifit requlires Kranzprodukt von G mit H.
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2. Sei G Gruppe, H <'S,,. Sei h € H. Durch
U : G" = G", (91, 9n) ¥ (Gh(1)s - - -+ Gh(m))
wird ein Automorphismus von G" definiert. Die Abbildung
¢: H— Aut(G"),h — V),

ist ein Gruppenhomomorphismus. Das semidirekte Produkt
¢
Gy,H:=(G")xH

heifit Permutations-Kranzprodukt. Elemente von G, H werden meis-
tens in der Form (f,h) geschrieben. Dabei ist h € H < S, und f :
{1,...,n} — G eine Abbildung, die (g1, ...,9,) € G™ angibt

Bemerkung 1. |G, H| = |G| . |H| und |G, H| = |G|"|H|, wobei
H <S,.

2. G, H ist ein Spezialfall von G, H (Satz von Cayley).

3. G H und G, H konnen durchaus verschieden sein. Fi G = Z, und
H >~ S3ist |G H| =256 und |Gy, H| = 2% - 6, wenn wir H als
Permutationsgruppe auf drei Ziffern auffassen. In der Literatur wird
meistens G'{ H geschrieben.

2 Zentralisator, Normalisator und Kommu-
tator

2.1 Definition Zentralisator, Normalisator und Zentrum
Sei H<Gund X C G.

1. Cy(X) ={heH|h'zsh=2 Vze X} (Vertauschung elementwei-
se) heifit Zentralisator von X in H. Ist | X| = 1, so schreiben wir Cy ().

2. Ny (X)={h € H|h'Xh= X} (Vertauschung als Menge, d.h.
h='zh =y € X) heilt Normalisator von X in H.

3. Z(G) == Ce(G) ={geG|glzg=x Vxe G} (Die Elemente, die

mit allen vertauschen) heit Zentrum von G.

2.2 Satz
Sei G Gruppe, X C G Teilmenge und H,U < G. Dann gilt:
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1. Cy (X) und Ny (X) sind Untergruppen von H und G.
2. U<4G e Ng(U) =G,

3. Ng (U) ist die grofite Untergruppe von G, in der U Normalteiler ist,
d.h.:

o U<]Ng(U)
o« UaV =V <Ng(U).

Z (G) ist abelsch.

Fiir alle X C G ist Z(G) < Cg (X) < Ng (X).
Z (G)charG.

U<Z(G)=U<xG.

Z(G) =G < G abelsch.

© NS v

G abelsch < G/ Z(G) zyklisch.
10. Z (Gl X Gg) = Z(G1> X 7 (GQ)

Beweis:
Wir beweisen hier nur die Aussagen 1) und 9), 2) bis 8) und 10) sind trivial
und werden dem geneigten Leser iiberlassen.

1. Seien u,v € Cy (X), d.h. u™'zu = x,v " zv = z fiir alle x € X. Dann:
(uwv) ™"z (ww) = v (v zu)v=v""2v =1

Also ist uv € Cy (X). Damit ist Cy (X) eine Untergruppe. Analog fiir
Ny (X) (X statt x).

9. Sei zunéchst G abelsch. Dann ist G = Z (G) und daher |G/ Z (G)| = 1,
also G/ Z (G) zyklisch.
Sei nun umgekehrt x € G, so dass G/ Z (G) = (¢ Z (G)). Seien a,b € G.
Dann existiert i,7 € Ng : aZ(b) = 2'Z(G),bZ(G) = 27 Z(G). Also
gibt es w, 2z € Z (@), so dass a = z'w, b = 27 2. Damit ist ab = z'wr’z =
2t zw = 27z2'w = ba, denn w, z vertauschen mit allen Elementen.
Also ist G abelsch.

O
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2.3 Satz
G/7Z(G) = InnG.

Beweis:
Durch ¢ : G — Inn G, g — 9 wird ein Gruppenhomomorphismus definiert,
denn es gilt

W (gh) =" = ()" =¥ (g) ¥ (h).
Weiter gilt:
kery ={geG|f=id}={geCG|glag=2 VreG}=1(G).
Weil ¢ surjektiv ist, folgt mit dem Homomorphiesatz 0.1
G/7Z(G) = InndG

und mit dem vorangegangenen Satz folgt: Inn G zyklisch = Inn G = {id}.
O

2.4 Satz
Sei U < G. Dann ist
Ce (U) <N (U).

und N (U) / C, (U) ist isomorph zu einer Untergruppe von AutU. Ist ins-
besondere U <1 G, so gilt
Ca (U) <G@G.

Beweis:
Die Abbildung
Y :Ng(U) = Aut (U),a+— (u+— u®)

ist ein Gruppenhomomorphismus. Wegen U<IN¢ (U) ist die Abbildung (u +— u®) €
Aut U. 9 ist ein Homomorphismus, da

Y (ab) = (u — uab) = (u — (u“)b> =1 (a)? (D).
Es gilt:

kery = {aeNg(U)|u*=a VaeU} =
= {aeNg(U)|alua=u YueU} =
= C¢(U),
wobei die letzte Gleichung aus Cg (U) < N¢ (U) folgt.

Kerne von Homomorphismen sind Normalteiler, also ist Co (U) <{Ng (U).
Mit dem Homomorphiesatz 0.1 folgt

Ne(U)/Cq(U) =ZImy < AutU.
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2.5 Satz
Seien K < H < G Untergruppen von G,Y C X C G Teilmengen, g,a € G
und h € H. Dann gilt:

1. Cy (X)! =Cpo (X9), also g1 Cy (X) g = Cyrpm, (7' Xg).

© % RS v o
@)
s

Beweis:

Hier beweisen wir nur den Punkt 1. und bringen ein Gegenbeispiel zur zweiten
Aussage von Punkt 9. Denn 2. folgt analog 1., 3. & 4. sind Spezialfille von
1. & 2. und 5. bis 9. sind sofort aus der Definition 2.1 klar.

1. Es gilt:
B e Cpo (X9) < (B9 299 =29 VreX
s g 'hlgg g thg =g ey Ve e X
& hilth=2 VoeX

9. Gegenbeispiel zur zweiten Aussage: Sei H = G = S4, X = A, Y =
((123)). Dann ist

(34) (123) (34) = (124) ¢ ((123)) = Y.

Daher ist (34) ¢ Ng, (Y) und deshalb Ng, (Y) < S4. Aber Ng, (Ay) =
S4. Widerspruch!
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2.6 Definition Konjugationsklasse
Seig € G, H < G.Die Menge K := {h~'gh | h € H} heiit H-Konjugationsklasse
von g. G-Konjugationsklassen heiflen einfach Konjugationsklassen.

Bemerkung

H-Konjugation ist eine Aquivalenzrelation, die Aquivalenzklassen sind die
H-Konjugationsklassen. Sind K1, ..., K, alle Konjugationsklassen von G, so
gilt:

G: UKM
i=1
wobel K; N K; = () falls i # j.

2.7 Lemma
Sei g € G, H < G. Die H-Konjugationsklasse K von g € G enthdlt genau
| H| | H|

= ten @ " It n

Elemente.

Bewezs:
Fiir a,b € H gilt:

alga=b"lgb & balg=gba?

& bateChy(g) e beChlg)a.
Damit ist
H
1C (9)]

K| =
O

2.8 Satz Klassengleichung
Sei xq,...,x, eine Transversale der nicht-zentralen Konjugationsklassen von
G (das heifit der Klassen, die nicht in Z (G) liegen). Dann gilt:

! G
|G|=;%+|Z<G>|.

Beweis:
Es gilt:
(€

|Cq ()]

=1G=Cq(x)=reZ(G).
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Also bildet jedes Element des Zentrums eine eigene Konjugationsklasse. Da-
mit ist

G:OK(:ci)UZ(G)

die disjunkte Vereinigung der K (z;) mit Z (G) und die Behauptung folgt aus
Lemma 2.7. O

2.9 Definition p-Gruppe, p'-Gruppe
Sei p prim. Eine Gruppe G heifit p-Gruppe, wenn |G| = p™ fiir ein n € N. G
heifit p’-Gruppe, wenn p 1 |G|.

2.10 Satz
Jede p-Gruppe hat ein nichttriviales Zentrum, das heifit Z (G) > (1).

Beweis:
Sei xq, ..., x, eine Transversale der nicht-zentralen Konjugationsklassen. Nach
der Klassengleichung 2.8 gilt:

rG\:;%sz.

Da die Konjugationsklasse K (z;) nicht zentral ist, gilt |K (z;)| > 1 (siehe
Beweis von 2.8) also ist

Gl

L <|K (x)] = Co @l |G| =p"
und damit ist p | % In der Klassengleichung sind sowohl die linke Seite
als auch die Summanden |CC|;C(11-)\ durch p teilbar und daher ist p | Z(G). O

2.11 Folgerung
Sei p prim. Ist G Gruppe mit |G| = p?, so gilt:

G =7y oder G = Zy X L.

Beweis:

Nach Satz 2.10 gilt |Z (G)| = p oder p*. Ist |Z(G)| = p* so ist g = Z(G)
und damit ist G abelsch. Ist |Z(G)| = p, so ist |G/Z(G)| = p, also ist
G/ Z(G) = Z, zyklisch.

Daraus folgt nach 2.2.9 dass G abelsch (und damit |Z (G)| = p?). Mit dem
Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen 0.5 folgt: G ist direktes Produkt
zyklischer Gruppen, dafiir gibt es genau die zwei angegebenen Moglichkeiten.

O
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2.12 Definition Kommutator
Seien g,h € G, X,Y,Z C G. Man definiert:

1. [g,h] := g7 'h~gh heiit Kommutator von g und h.

2. [X,Y]:=([z,y] |z e X,yeY).

3. [X,Y,Z] :=[[X,Y], Z].

4. G":=([g,h] | g,h € G) =[G, G] heiit Kommutatorgruppe von G.

5. ITterierte Kommutatorbildung liefert “hohere” Kommutatorgruppen:
G"=1¢,G1,....G" =[GV, G V]
Beachte: G’ ist das Erzeugnis aller Kommutatoren. Die Menge aller Kommu-
tatoren bildet im Allgemeinen keine Untergruppe.

2.13 Lemma Rechenregeln
Wir werden nun einige Rechenregeln zum Kommutator beweisen:

1. [g,h]"" = [h,g).
2. Ist ¢ : G — H Gruppenhomomorphismus, so gilt:
¢ (lg, ) = e (9), » (M)].
Ist H abelsch, so folgt: G' < Ker .
g, h]" = [g", h"].
lgh,u] = [g.u]" [, ).
[, gh] = [u, ] [u.g]".
FElemente von G’ sind Produkte von Kommutatoren.
Kommutiert [g, h] mit g, so gilt fiir allen € Z : [g™, h] = [g, h]".

Kommutiert [g, h] mit h, so gilt fiir alle n € Z : [g, h"] = [g, h]".

© NS v S

Kommutiert [g, h] mit g und h, so gilt fir allen € Z :

(gh)" = g"h" [g.]).
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Beweis:

Auch hier beweisen wir nicht alle Punkte, denn 2. ist klar, wenn man die
Homomorphieeigenschaft von ¢ betrachtet, 3. ist ein Speziallfall von 2. 5.
folgt analog 4. und 8. analog zu 7. 6. folgt aus 1.

1. [g, k)" = kg hg = [h, g].

4. Es gilt:
(g, 0" [h,u] = hlg 'wtguhh ™ e = b g T quu T hu =
= (h7lg ) u (gh)u=(gh) " ut (gh)u =
[gh, 4]

7. Fiir n = 0 und n = 1 klar. Induktion iiber n: Weil [g, h] mit ¢g"!
vertauschbar ist, gilt:

" h) = 99" " h] £ (g, 0 9" R] =
= [g, kg, h]""" =[g,h]".

Fiir n > 0 gilt nach 4. weiter:

1=[g"g" h] =

-1

9. Induktion iiber n: n = 1 klar. Wir benutzen, dass [h,g] = [g,h] " mit
g und h vertauscht:
(gh)" = (gh)" " (gh) = g""h" " [h,g) ("2 ) gh =
— U igh kg () =
= g lghn D g pntgp [, g (") =
= ghm [t gl g (") =
Logh g i g)(2) =
= g"h" [h,g]"_pr%(n_l)(n_z) =g"h" [h,g]("_l)(pr%”_l) =
— g"h" [h,g]) .
O
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2.14 Lemma
Seien U,V < G. Dann gilt:

1. U, V] =[V,U].
2. [U,V]<U<«&V <Ng ().
3. U, V] < (U, V).
Beweis:
1. klar mit 2.13.1.

2. Sei v € V, dann gilt fiir alle v € U:

[w, 0] =u (v 'ww) eU s v 'wwe U s ve . Ng(U).

3. Sei u,u’ € U,v,v" € V. Dann gilt nach 2.13.4 und 2.13.6:

[w, 0] = [u, 0] u, 0] € [U,V]
[u, 0] = [uu,v] [u’,v]_l €U, V].

Also ist [U, V] < (U, V).

2.15 Satz
Fir die Kommutatorgruppe G' von G gilt:

1. G ist abelsch < G' = (1).

2. G'char G (also ist G' insbesondere Normalteiler von G ).
3. G/G" ist abelsch.

4. Fir H<G gilt: H<G und G/H abelsch < G' < H.

Beweis:
Hier beweisen wir nur Punkt 4., denn 1. ist klar, 2. auch wegen [g,h]" =
[a(g),a (h)] fiir alle @« € Aut G und 3. ist ein Spezialfall von 4.

4. Sei a,b € G. Dann folgt aus (aH) (bH) = (bH) (aH):
H=(aH)"" (0H) ' (aH) (bH) = (a'b"'ad) H.
=a % labe H=G' < H.
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Sei nun umgekehrt G’ < H < G. Fiir g € G, h € H gilt:
g 'Hg=hh"'g'hg="hlh,g) € HG' = H.

= H < G. Seien a,b € G, dann gilt:

1N

=4

(aH)™  (bH) " (aH) (bH) = (a~'b""ab) H ©
= (aH) (bH) = (bH) (aH) = G/H ist abelsch.
O

2.16 Lemma
Sei K eine Konjugationsklasse von G und h € K. Dann gilt: K C hG" und
insbesondere | K| < |G'|.

Beweis:

Sei g € G beliebig. Dann ist h™g7thg € G’, also g thg € hG’ und damit
K C hG'. Damit ist |K| < |hG'| = |G'|. O
2.17 Satz

Seien G, H Gruppen, N <G und U < G. Dann gilt fir alle n > 0:
1. U™ <G,
2. (G/N)" = GWN/N = G/ (G™ N N).
3. (G x H)™ =am x g™,

Beweis:
1. und 3. sind mit Induktion sofort klar.

2. Induktion iiber n. n = 0 klar, n — n + 1:
/
(G/N>(n+1) - ((G/N)(”)> v (G(")N/N)/.
Fiir g € G™ und v € N is guN = gN. Dann ist

(GN/N) = (h{'Nhy'NhyNhyN | hy, hy € G =
(hi*hy ' hahaN | hi, by € G™) =
= ([h1,ho) N | hi,hy € G™) = G"TIN/N.

Damit ist die erste Gleichung gezeigt, die zweite folgt aus dem ersten
Isomorphiesatz 0.2.
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Beispiel
Beispiele fiir charakteristische Untergruppen:

e (1) charG,G charG.
e Z(G)charG.
o G'charG.

2.18 Satz
Sei Achar G. Dann gilt: Cg (A) char G.

Beweis:
Sei aw € Aut G. Ist x € Cg (A) und a € A, so gilt:

ala)a(z).

a(a) =a(z ar) = a(z)
Durchlauft a die Gruppe A, so durchlduft auch « (a) ganz A. Daher ist o (z) €
Cqs (A), also a (Cq (A)) < Cg (A) und deshalb Cg (A) char G. O

2.19 Satz
Sei H <G mit ggT (|H|,|G/H|) = 1. Dann gilt: H char G

Beweus:

Seia € Aut G, |H| = mund |G/H| =: n. Dann ist |G| = mn und ggT (m,n) =
1. Sei H := o (H). Wir betrachten H H: Nach dem 1. Isomorphiesatz 0.2 gilt,
dass HH < G. Sei ‘Hﬂ FI‘ =:d. Dann gilt: d | m und nach 1.1 ist

ol
’HH‘——:ﬁ|mn.

_WHmﬁ d

Wegen ggT (m,n) =1 folgt d = m und somit H N H=H, also H=H und
daher o (H) = H. O

2.20 Satz
Seien A, B < G. Dann gilt:

1. AcharG = A« (.

2. A B<1G=ANB<1G,AB«G.
A, Bchar G = AN Bchar G, AB char G.
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3. AcharB<1 G = A«d.
Achar BcharG = AcharG.

4. Vorsicht:

A< BcharG & A<aG.
A<dB<G % A«aq.
A< B<G, AcharG % AcharB.

5. Set A< B<G.ImFall A< G gilt: BJ[A<G/A< B<G.
Im Fall Achar G gilt: B/Achar G/A = BcharG.
Die Umkehrung, aus B char G folgt B/A char G/A, gilt im Allgemeinen

nicht.

Bewers: )
Punkt 4 bleibt dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

1. AcharG = a(A) = A fur alle @ € Aut G. Daher gilt auch o (A) = A
fir alle a € InnG & A < G.

2. Sei @ € AutG. Dann folgt: (AN B) = a(A) N« (B) wegen der Bi-
jektivitdt und o (AB) = a(A) a (B), weil a ein Homomorphismus ist.
Die Behauptung folgt, wenn wir einmal alle & € Aut G und einmal alle
a € Inn G betrachten.

3. Sei v € Aut G mit o (B) = B. Dann ist oyp € Aut B und folglich auch
o (A) = A. Also ist a (A) = A.

5. Die erste Aussage ist der Korrespondenzsatz 1.4. Sei also nun A char G
und B/Achar G/A. Sei A ein Vertretersystem der Nebenklassen von A
in B. Dann ist B = (J,., AA. Sei o € Aut G, dann:

a(B) = a(U AA) =Ja\4) =

= JaWa@) = Ja A

Weil Achar G, wird durch a : G/A — G/A,gA — a(g) A ein Auto-
morphismus von G/A gegeben. Ist g1A = g, A, so ist g;'gs € A und
daher a (g7 g2) = @ (g1) " @ (g2) € A und folglich o (g1) A = a (g2) A,
das heifit & ist wohldefiniert. Die Bijektivitdt von & folgt aus der Bi-
jektivitdt von a. Nach Voraussetzung gilt & (B/A) = B/A. Daher ist
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a(A)A=a(AA) € B/A und demnach «(\) € B. Also ist « (B) < B
und daher B char G.

]

2.21 Folgerung
Fir alle n € N gilt: G™ char G.

Beweis:
G™ char G Induktion und 2.20.3.

2.22 Satz

Sei G eine Gruppe, die aufier G und (1) keine charakteristischen Untergrup-
pen enthdlt. Dann ist G einfach oder ein direktes Produkt von isomorphen
einfachen Gruppen.

Beweis:
Sei H > (1) ein minimaler Normalteiler von G. Wir schreiben H; = H und
betrachten alle Untergruppen von G von der Form H; x...x H, mit H; = H]
und H; << G. Sei M eine solche Untergruppe mit maximaler Ordnung. Wir
zeigen H = (G, indem wir zeigen, dass H char G:

Sei a € Aut G. Es geniigt zu zeigen, dass o (H;) € M fiir alle 7. Offen-
sichtlich ist o (H;) = H = H;. Weiter gilt o (H;) < G. Ist a € G, so existiert
ein b € G mit a (b) = a. Damit ist

o ro(H))a=a®)  a(H)oad) =a (b""Hib) = a (H;).

Ist a (H;) £ M, so ist |a (H;) N M| < |H;| und wegen o (H;) G, M <1 G ist
a(H;) N M < G. Da H minimaler Normalteiler war, folgt o (H;) N M = (1).
Damit ist (« (H;), M) = M x «(H;) ein direktes Produkt von derselben
Form wie M, aber mit gréflerer Ordnung. Widerspruch!

Damit folgt o (H;) < M und somit M char G, nach Voraussetzung also
M = G. H ist einfach: Wiare N <1 H ein nichttrivialer Normalteiler, so wére
auch N < H; x ... x H, = G. Widerspruch zur Minimalitdt von H. O

3 Der Satz von Sylow

3.1 Satz
Sei p prim und G abelsche Gruppe mit p | |G|. Dann enthilt G eine Unter-
gruppe der Ordnung p.
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Beweis:

Nach Lemma 1.1 gilt: |AB] | |A]|B| fij3r Untergruppen A, B von G. Weil
G abelsch ist, ist AB eine Untergruppe von G. Daher folgt durch Induktion
iiber die Anzahl der Faktoren: Sind Ay, ..., A; Untergruppen von G, so gilt:

Ay A A - A

Fiir jedes g € G ist (g) eine zyklische Untergruppe von G und das Produkt
all dieser Untergruppen ist G. Also folgt:

G| | [ ordg.

geG

Daher gibt es ein g € G mit p | ord g; setze a := Orp#. Dann it ord (¢%) = p
und (¢%) < G mit (g*) = p. O]

3.2 Definition Sylowgruppe

Sei p prim und |G| = p%m mit p t m. Die Untergruppen P < G mit |P| =
p® heilen p-Sylowgruppen von G. Die Menge der p-Sylowgruppen wird mit
Syl, G bezeichnet.

3.3 Satz Satz von Cauchy
Sei p prim, i € Ny, so dass p' | |G|. Dann enthdilt G eine Untergruppe der
Ordnung p'.

Beweis:

Beweis durch Induktion iiber die Gruppenordnung |G|. Sei die Behauptung
schon fiir alle Gruppen kleinerer Ordnung bewiesen. Besitzt G eine Unter-
gruppe V' < G mit p’ | |V, so besitzt V eine Untergruppe der Ordnung p° und
damit auch G. Wir kénnen dann annehmen, dass GG keine solche Untergruppe
V' besitzt und betrachten die Klassengleichung 2.8:

: G
e Z—,C' ).

Die linke Seite |G| ist durch p' teilbar. Wegen p t |Cg (z;)] sind alle Sum-
manden K)C';—((’l])' durch p teilbar. Damit folgt p | |Z (G)|. Mit 3.1 folgt: Weil
Z (@) abelsch, enthélt Z (G) eine Untergruppe N der Ordnung p. Nach 2.2.7
gilt: N < G. Die Ordnung der Faktorgruppe G/N ist kleiner als |G|, also
gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Untergruppe B/N < G/N mit

|B/N| = p"~!. Nach dem Korrespondenzsatz ?? gibt es eine Untergruppe
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B mit N < B < G, so dass v(B) = B/N (v : G — G/N kanonischer
Epimorphismus). Es gilt:
|B| = |B/N||N| =p".
[

3.4 Folgerung
Sei M < G mazimale Untergruppe. Gilt M <G, so ist [G : M| eine Primzahl.

Beweis:

Weil M maximal ist, gilt M < G und es gibt kein U < G : M < U < G.
Nach dem Korrespondenzsatz 1.4 besitzt daher die Faktorgruppe G /M keine
nichttriviale Untergruppe. Da |G/M| > 1 existiert eine Primzahl p mit p {
|G/M|. Nach dem Satz von Cauchy ?7? folgt: G/M besitzt eine Untergruppe
der Ordnung p. Daher muss p = |G/M| gelten. O

3.5 Lemma

1. Ist P € Syl,G und P < G eine p-Untergruppe mit BP = PB, dann
gilt: B < P. Insbesondere ist P die einzige p-Sylowgruppe von Ng (P).

2. Ist a € Aut (G) und P € Syl, G, so ist auch o (P) € Syl, G.

3. Fir P € Syl, G gilt: P <G < Syl,G = {P} & PcharG.

4. Op(G) == Npegy ¢ P char G und O, (G) enthilt alle p-Normalteiler
von G, das heifst alle Normalteiler N mit Ordnung p*, k € N.

Bewezs:

1. Nach Lemma ?? gilt: BP ist eine Untergruppe von G, und zwar eine
p-Gruppe. Da offensichtlich P < BP und P € Syl, G folgt: P = BP
und damit B < P. In N¢ (P) gilt:

P =Pr VreNg(P).
Ist also B < Ng (P) eine p-Untergruppe, so folgt BP = PB.

2. Ist @ € Aut(G), so gilt |P| = |a(P)|, also ist auch a(P) eine p-
Sylowgruppe.

3. Sei Q < G eine weitere p-Sylowgruppe. Wegen P < G ist dann PQ) =
QP und mit 1. folgt: QQ = P.

Fir a € Aut(G) ist a(P) eine p-Sylowgruppe (nach 2.) und daher
a(P)=P.

Der Rest folgt aus 2.20.1
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4. Fir o € Aut (G) gilt: Jede p-Sylow wird wieder auf eine p-Sylow ab-
gebildet. Also ist (O, (G)) = O, (G). Ist B < G p-Normalteiler und
P € Syl, G, so gilt: BP = PB nach dem 1. Isomorphiesatz 0.2. Nach
1. folgt B < P. Folglich ist B in allen p-Sylowgruppen enthalten und
damit B < O, (G).

]

3.6 Definition O, (G),0O (G)
Der grofite Normalteiler N <<G mit p { |N| wird mit O,y (G) bezeichnet. Statt
Oy (G) schreibt man oft kurz O (G).

3.7 Lemma

1. Oy (GQ) enthilt alle p'-Normalteiler von G, das heifst alle N < G mit
prINY.

2. Oy (G) charG.

3. 0, (G/0, (G)) = (1), Op (G/Oy (G)) = (1).
Beweis:

1. Seien N,U <G mit pt|N|,|U|. Fir g € G ist

g 'NUg=g 'Ngg'Ug= NU.

Also ist NU <1 G und nach 1.1 gilt: |[NU| | |N||U|, das heifit es gilt
ptINU|.

Folglich ist fiir jeden p’-Normalteiler N die Gruppe NO,, (G) <G mit p ¢
INOy (G)] und O (G) < NO, (G). Nach Definition folgt NO,, (G) =
Op (G) und damit N < Oy (G).

2. Ist @« € Aut (G), so gilt a (O, (G)) < G und
| (Op (G))] =[Oy (G)].

Nach 1. folgt
a(Oy (G)) = Oy (G).

3. Enthdlt G/O, (G) einen nichttrivialien p-Normalteiler N/O, (G), so
gibt es nach dem Korrespondenzsatz 1.4 ein NG mit O, (G) < N < G
und v (N) = N/O, (G) (v kanonischer Epimorphismus). Es gilt:

[N| = [N/O, (G)] 0, (G)|
ist p-Potenz. Widerspruch!
Fir Oy (G) analog.
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]

3.8 Lemma

Seien P, H < G. Dann gibt es % verschiedene H-Konjugierte von P in
G.

Bewers:
Analog zu 2.7. Fiir a,b € H gilt:

a'Pa=b"'Pbs ba'Pab™' = P& ab™' € Ny (P) < a € Ny (P)b.
Das heifit a, b liegen in derselben Rechtsnebenklasse von Ny (P). ]

3.9 Lemma
Sei H eine p-Untergruppe von G und P € Syl, G. Dann gilt:

HNNg(P)=HNP

Beweis:
HNNg (P) D HNP ist klar wegen P < N (P). Wir zeigen nun HNNg (P) C
H N P. HNNg (P) ist eine p-Untergruppe von N¢ (P). Wegen P < N¢ (P)
gilt:

(HNNg(P))P=P(HNNg(P)).

Nach 3.5.1 folgt:
HNNg(P)<P

und damit
HNNg(P)<HNP.

m
Damit konnen wir den wichtigsten Satz der Gruppentheorie beweisen:

3.10 Satz Satz von Sylow
Sei p prim und |G| = p*m mit p{ m. Es gilt:

1. Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe von G enthalten.

2. Alle p-Sylowgruppen von G sind konjugiert und fiir P € Syl, G gilt:

o
Svl G| = ———.
15¥ 6 = Ko (P

3. Es gilt:
ISyL,G| | |G| und [Syl,G| =1 mod p.

Genauer: ‘SylpG| | m. Insbesondere gibt es eine p-Sylowgruppe in G.
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Beweis:

1. Beweisen wir zusammen mit

2. Sei P € Syl, G. Wir betrachten die Menge M ={z7'Pz |z € G} der
Konjugierten von P. Nach 3.8 gilt: |M| = |N (P . Weil P < Ng (P),
Sei H < G eine p-Untergruppe. Wir betrachten die

teilt p nicht IN P)|

H-Konjugationen auf M. Sei {xl Pxy, ... x; 1P;1:T} eine Transversa-
le der H-Konjugationsklassen. Die H-Konjugationsklasse, die v~ Pz
enthélt, hat nach 3.8 genau m Elemente. Insbesondere ist die
Zahl dieser Elemente ein Teiler von |H]|, also eine p-Potenz. M ist die
disjunkte Vereinigung der H-Konjugationsklassen, also folgt:

e "
— = M| = .
N~ M= 2 i)

G|
Ng (P)]

und

p teilt nicht |

] _ ip
pA1 Ny (& Pr)| & H =Ny (z; ' Px;) .

Weil die linke Seite nicht durch p teilbar ist, muss es ein ¢ € {1,...,7}
geben, so dass H = Ny (x;lPa:i). Damit ist H < Ng (xi_lPxi) und
folglich

Mit 3.5.1 folgt H < x; 'Px;. Ist H eine beliebige p-Untergruppe von
G, so ist H demnach in einer p-Sylowgruppe enthalten. Ist H eine p-

Sylowgruppe, so ist H = z; 'Px;, das heifit H ist konjugiert zu P.
Damit ist auch Syl, G = M und daher

G

Svl G| = ———.
15¥ 6 = Ko (P

3. Setzen wir im ersten Teil H = P, so ergibt sich

| P|
SyL,G| = Z |N =y ‘ _

2.5 1P| 3.9
_z;PmNG ;' Px;) Z|Pm 1Px,)}
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Bei den Summanden ‘P N (a:;lpxi)‘ gibt es genau einen Summanden
1 (némlich fiir x; ' Pz; = P), sonst ist

PNz 'Pz; < P

P

und daher p | m. Insgesamt folgt

‘SylpG| =1 mod p.

Dass [Syl, G| | |G| (genauer: |Syl, G| | m) haben wir bereits im 1. Teil
gezeigt.

]

Bemerkung
Der Satz von Sylow ist der vielleicht wichtigste Satz der Gruppentheorie, weil
er einen ersten Ansatzpunkt liefert, die Struktur der Gruppe ndher zu unter-
suchen. In einigen Spezialfillen geniigt er (mit einigen kleinen zusétzlichen
Resultaten) sogar schon, um alle Gruppen mit einer bestimmten Ordnung zu
klassifizieren. Naturgemif ist der Satz von Sylow jedoch keine Hilfe bei der
Untersuchung von p-Gruppen.

Die Bedeutung des Satzes legt die Frage nahe, ob er sich verallgemeinern
lasst. Tatséchlich gibt es zwei Resultate, die dies in bestimmte Richtungen
tun:

e Sei |G| = p®m mit p 4 m und sei s € Ny mit 0 < s < a. Sei 7, die
Anzahl der Untergruppen von G mit Ordnung p®. Dann gilt:

rs =1 mod p.

e Satz von Hall: Sei G aufiosbar und |G| = ab mit ggT (a,b) = 1. Dann
enthélt G Untergruppen der Ordnung a und alle diese Untergruppen
sind konjugiert.

3.11 Folgerung
Sei P € Syl,G,Ng (P) <U < G. Dann gilt

1. Ng (U)=U.
2. [G:U]=1 mod p.

Bewezis:
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1. Sei z € N¢ (U), das heit z7'Uz = U. Dann gilt:
r1Pr <2 !'Ng (P)z < x WUz <U.

Also ist auch 7! Px eine p-Sylowgruppe und U, das heifit P und 2~ Pz
sind in U konjugiert (als p-Sylowgruppe von U). Daher gibt es ein
u € U, so dass

u! (x_lPx) u=P.

Folglich ist zu € Ng (P) < U und damit z € U.

2. P ist eine p-Sylowgruppe von U. Wegen Ng (P) < U ist Ny (P) =
N¢ (P). Mit dem Satz von Sylow 3.10 folgt

[U:Ng(P)J=1 mod p.
Ebenfalls nach dem Satz von Sylow 3.10 ist aber auch
G UI[U NG (P)] =[G Ng(P)) =1 mod p.
Deshalb ist [G: U] =1 mod p
O

3.12 Folgerung

Sei N <G und P € Syl,G. Dann ist PN N € Syl, N und PN/N €
Syl, (G/N). Beachte: Ist nur N < G, so gilt die erste Aussage im Allge-
meinen nicht.

Bewers:

Sei R eine p-Sylowgruppe von N. Nach dem Satz von Sylow 3.10 ist R in einer
p-Sylowgruppe P, von G enthalten und es gibt ein € G mit 2 Pz = P.
Da R die maximale p-Gruppe von N ist, soist PN N = RN N = R. Nun
gilt

PNN=z"'PznN Nz r PNz !Nz =2"'P NNz =z 'Rz
Daraus folgt:
PPN N|=|2""Rz| = |R| = PN N € Syl N.

Sei U :== PN/N < G/N =: G (N < PN nach dem 1. Isomorphiesatz
0.2). Sei |G| = p%g,|N| = pn,p f g,n. Nach der ersten Aussage des Satzes
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ist dann P N N eine p-Sylowgruppe von N, also gilt |[P N N| = p®. Mit 1.1
folgt:
[PI[N| _ pp'n

a

PN = = =
[PN]| AN~ g T
und damit .
TT pn a—b
Ul =|PN/N|= = .
0] = 1P/ = 22
Wegen |G/N| = % =p* "L st U eine p-Sylowgruppe von G. O

3.13 Bemerkung
Sei |G| = pi* - ... pg* die Primfaktorzerlegung der Ordnung von G, P; €
Syl,, G. Dann ist G = (P,..., P).

Bewezs:
Sei Gy := (Py,...,Py) = P, < Gy; |G| = |G|. Daraus folgt Behauptung. [

3.14 Satz Zerlegung von Gruppenelementen
Sei g € G mit ordG = pi* - ... - pi*. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Elemente g1, ..., g, mit ordg; = pi*, so dass g=g1 - ... gx und ¢;,9; = g;9;-
Die g; sind Potenzen von g, das heif§t g; € (g).

Beachte: Die Zerlegung g = g1 -. . .- gi mit ord g; = p;* ist nicht eindeutig.

Beweis:
Sei p := pi* und ¢ = HfZQ pit. Wegen ggT (p,q) = 1 gibt es z,y € Z mit
xp +yq = 1. Wir setzen g; := ¢¥%, g} := ¢*?. Dann ist
g = (¢")'= (") =1"=1=ordg, =p=p'
(92)" = (™)'= (¢")"=1"=1=ordgy=¢

Zerlege nun g5 in k — 1 Schritten weiter. Dann erhalten wir schliefflich eine

Zerlegung g = g1 - ... - gr mit ordg; = pi*. Alle g; sind Potenzen von g (g}
ist Potenz von g, go ist Potenz von g5 und damit auch von g usw.). Also gilt
9i9; = 9;9i-

Eindeutigkeit: Sei ¢ = ¢195 = g3g4 mit ordg; = ordgs = p,ord g, =
ord g4 = q und
9195 = Gog1 = g = G3ga = Gags.
Dann vertauschen die Elemente ¢y, g5, g3, g4 auch mit g, da z.B.
951993 = 93" 939493 = 9ags = g.

Da g3, g4 mit g vertauschen, vertauschen sie auch mit den Potenzen g1, g
von g. Dann gilt g5 'g1 = gags ' und

(95'91)" = (55")" gt =1 =91 (95")" = (9ag5 )"
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und wegen ggT (p, q) = 1 ist damit gglgl =1= g4g§’1. Also ist g1 = g3, 94 =
G- O

3.15 Definition Fzxponent
Der Exponent exp G einer Gruppe G ist die kleinste Zahl m € N mit ¢™ =1
fiir alle g € G. Mit anderen Worten:

exp G = kgV (ord g)

geG

3.16 Folgerung
Sei |G| = p{* - ... py und sei P; € Syl, G. Dann gilt:

expG—ﬁexpPi

i=1

Bewers:

Dass [[_, exp P; | exp G ist klar, denn die exp P; sind paarweise teilerfremd
und fiir U < G gilt expU | expG. Sei ¢ € G mit ordg = p&' - ... - pbr.
Nach 3.14 gibt es g; € G mit ordg; = p?i, so dass G = ¢; - ... g,. Nach

dem Satz von Sylow 3.10 ist g; in einer p-Sylowgruppe enthalten und daher
p? = ord g; | exp P;. Damit teilt ord g das Produkt []}, exp P; und es gilt

expG | exp P;

Bemerkung Alperin und Kuo
Fiir jede Gruppe G gilt:

expG | [G: G NZ(G)]

4 Automorphismengruppen zyklischer Grup-
pen

4.1 Definition Fulersche p—Funktion
L. p(u) :=#{m e N|ggT (n,m) =1} heiBt Fulersche ©-Funktion.

2. Die multiplikative Gruppe des Rings (Z,, +, ) bezeichnen wir mit Z*.
|Z:| = ¢ (n), dam e Z; < ggT (m,n) = 1.
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Bemerkung
Der Satz von Lagrange liefert sofort den Satz von Euler-Fermat: Fiir ggT (x,n) =
1 gilt:

2#™ =1 mod n.

4.2 Satz
Firn € Z gilt:
Aut (Z,) = Z;.

Bewers:

Sei Z,, = (g). Jedes a € Aut G ist bereits eindeutig festgelegt durch « (g).
Offensichtlich ist a(g) = ¢* fiir ein k € N mit 1 < k < n. Weil a ein
Automorphismus ist, gilt:

n=ordg=orda(g) =ord¢* = ———.
) ggT (n, k)

Daher ist ggT (n, k) = 1 und folglich k € Z*. Fiir k € Z ist
ak:ZneZn,xka
ein Automorphismus. Wir setzen:

U Aut (Zy,) — 75, o — k.

Fir k,i € Z;, ist

Und damit ist

¥ (ak o) (9) = ¢ (o) = ki =k -i = ¢ () ¥ ()
Das heifit: ¢ ist ein Homomorphismus. Die Bijektivitét ist klar. O

4.3 Satz
1. Aut G x Aut H ist isomorph zu einer Untergruppe von Aut (G x H)

2. Ist ggT (|G|, |H|) =1, so gilt

Aut (G x H) =2 Aut (G) x Aut (H).

Beweis:
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1. Sei p € Aut G, ¢ € Aut H. Wir setzen

eox:Gx H—GxH,/ (g,h)— (p(g),9(h)).

Dann ist ¢ X 1) Automorphismus von G x H (leicht nachzurechnen).
Sei
O AutG x Aut H — Aut (G x H), (¢,7) — ¢ X 1.

Dann ist @ ein injektiver Gruppenhomomorphismus:
Fir a,p € Aut G, 3,¢ € Aut H gilt mit g € G, h € H:

(gaeo’ hﬁ’l/f) — (ga’ h,ﬁ)wxw = (g, h)(axﬁ)@xw '
Also ist

® ((a, 8) - (0, 9)) = @ (awp, fh) = (o X B) (¢ x ¥) = @ (a, B) D (, 7)) -

Das heift, ® ist ein Homomorphismus. ® ist injektiv, denn fiir («, 3) #
(p, 1) ist a X B # ¢ x 1. Nach dem Homomorphiesatz 0.1 ist dann

AutG x Aut H = ¢ (Aut G x Aut H) < Aut (G x H).

2. Fur ggT (|G|, |H|) = 1 ist ord (g, h) = ord(g)ord (h). Bei jedem Au-
tomorphismus ¢ € Aut (G x H) gilt ordy (g,h) = ord (g, h). Daher
1st

o(Gx 1) =Gx (1) und (1) x H) = (1) x H.

Seien
m:GxH—G und me:GXxH—H

die Projektionen. Wir definieren

vg:G—G , val(g)=(moyp)(g1)
og:H—H |, pg(h)=(m0¢)(h1).

Dann gilt: o < Aut G, ¢y € Aut H. Die Abbildung
U:Aut (Gx H) — AutG x Aut H, ¢ — (pa, ¢n)

ist injektiv: Sind ¢, 7 € Aut (G x H) mit ¢ # 7,s0gibtesg € G,h € H

mit ¢ (g,h) # 7(g,h), also ist p¢ (9) # 7¢ (9) oder ppu (h) # Tu (h)
und daher (¢q, o) # (76, 7). Damit ist

|Aut (G x H)| < |[Aut G x Aut H|.

Mit 1. folgt die Behauptung.
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4.4 Folgerung
Sein =pit-...-pi die Primfaktorzerlegung. Dann ist auch

AuwtZ, =7, gz;al X ... X Z;an.
1 n

Beweis:
Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen 0.5 ist Z, = Zp‘l” X
.oo X Zyan. Mit 4.2 und 4.3 folgt die Behauptung. O

4.5 Folgerung
Firn,m € N, ggT (n,m) =1 gilt:

@ (n,m) =g (n)e(m).

4.6 Folgerung
Sein =pi*-...-p* die Primfaktorzerlegung. Dann gilt:

-a(o-2) (-2 (-3)
Bewers:

Ist p prim, so gibt es genau p® — p~! Zahlen m mit 1 < m < p?, die zu p®
teilerfremd sind. Daher ist

(1
() =p"—p"'=p (1——>-

Der Rest folgt mit 4.5.

Nun wollen wir die Gruppen Z;‘)k fiir p prim néher untersuchen. Fiir Z;
miissen wir eine Aussage aus der Korpertheorie verwenden:

4.7 Satz
Sei p prim. Dann ist Z, = Z, 1 zyklisch.

Beweis:

Z ist als multiplikative Gruppe des Kérpers (Z,, +, -) abelsch und lésst sich
daher nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen 0.5 als direktes
Produkt zyklischer Gruppen schreiben:

Ly =7y X oo X Z.

Sind die Ordnungen z; := |Z;| paarweise teilerfremd, so ist Zj zyklisch. Sonst
gibt es eine Primzahl ¢, die z; und z; fiir ein Paar 4, j mit ¢ # j teilt. Daher
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gibt es in Z; x ... X Z, = Z} mindestens ¢* Elemente z mit 29 = 1, das
heift das Polynom X9 — 1 € Z, [X] besitzt mindestens ¢> Nullstellen. Uber
einem Korper besitzt ein Polynom vom Grad m aber héchstens m Nullstellen
= Widerspruch! Also ist Z; zyklisch und wegen ‘ZI*) = p — 1 daher Z; =
Zp—l- ]

4.8 Definition Primitivwurzel modulo n

Ein Erzeuger von Z; hei'l'j)%t Primitivwurzel modulo n. Fiir p prim lasst sich
eine Primitivwurzel modulo p nur durch Raten finden. Es gibt dafiir weder
ein theoretisches Resultat, noch einen guten Algorithmus.

4.9 Lemma
Sei p prim und E,, :={T € Zy» | t =1 mod p}. Dann ist

* . _ .n—1
E, <7 mit |E,| =p" .

Beweis:

Seien T,y € E,. Aus z,y =1 mod p folgt zy =1 mod p, alsoist x-y € E,
und damit £, < Z5.. |E,| = p" " ist klar. O
4.10 Lemma

Sei p > 2 prim. Dann ist E, zyklisch und fiirn > 1 gilt:
E,={(x) < 2=1 modp, %1 modp’

Bewers:

Seiy =0 mod p, aber y # 0 mod p?. Wir zeigen induktiv fiir 0 < k < n—2:
k+1 p* k42 p* - cna i3
P (14 y) 1, aber p"** t (1 +y) 1. Nach Wahl von y ist dies fiir

k =0 klar.
k — k + 1: Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein a € N mit p t a, so
dass . .
1+y) —1=ap"' & (1+y)" =ap™' + 1.

Also ist

(1 i y)pk+1 _ (apk+1 + 1)1) —
p
p Py i i
= 1+ (1)apk+l+;<i)a (P =
~ (p
_ k42 i, kiti
= l4ap™ + ; (Z,)a D

Fiir i < p gilt p| (7). Also gilt: p" | (P)a’pFi™i und es gilt

ik+i+1>k+3 & (i—Dk+i>2,
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was fiir i > 2 und k£ > 0 erfiillt ist. Fiir ¢ = p ist der entsprechende Summand
durch p*"*? teilbar und es gilt: pk +p > k + 3 fiir p > 3. Also folgt:

1+y)" " —1=apt™® mod pr3.

Das heiit p**2 teilt (1 —1—y)pk+1 — 1, aber p*F*3 teilt (1 —l—y)karl — 1 nicht.
Setzen wir nun T := 1+ ¥, so ist T € B, und es ist ¥° # 1 in Ly, fiir
k<n-—27" " =T.

Da nach 4.9 |E,| = p"*, folgt E, = (Z), das heifit F, ist zyklisch. Jedes
Z mit x — 1 # 0 mod p? erzeugt E, und es gibt p"~! — p"~? Erzeugende
dieser Form. Wegen ¢ (p"~!) = p"~! — p"~2 sind diese alle Erzeugenden. [

4.11 Satz
Sei p > 2 prim und k € N. Dann ist Z;k = Lpp—1 X Ly zyklisch.

Beweis:
Sei a eine Primitivwurzel modulo p, das heiit Z; = (a). Wir setzen r :=
a” — p und zeigen: Zy, = (r). Zunéchst ist r = a?~'a = a mod p und wegen
7y = (a) folgt
=1 modp < p—1|m.

Ist 7™ =1 mod p*, so ist insbesondere ™ =1 mod p, also folgt p — 1 teilt
ordr.

Jetzt zeigen wir, dass es ein b € Z gibt mit p { b, so dass P71 = 1 + bp.
Dann folgt die Behauptung mit Lemma 4.10. Wegen r = @ mod p ist rP~! =
1 mod p, also ist 7P~! = 1 + bp fiir ein b € Z. Wir zeigen noch p 1 b: Es ist

Pt 1 = (P —p)' —1=
= aPP—1) _ (pz 1) (ap)P*QP +
p—1
()@ e oi-
mod p? -

=P @) 2 (aP)P 4 PP 1 =
2
106 aPP=h 1 4 qPP=2p,
Da a?~' =1 mod p gibt es ein k € Z, so dass a?~! = 1 + kp. Damit ist

(@)’ =1 = (1+kp)—1= i (IZ) (kp)’ =

=1

)

= p(kp) + ; (f) (kp)' =0 mod p.
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Also erhalten wir:
Pl —1=a""?p mod p’

Da a # 0 mod p, ist auch a® # 0 mod p und daher r»~* —1 # 0 mod p?,
das heifit 77~ = 1 + bp mit p { b. Mit Lemma 4.10 folgt nun (r*~!) = E,
das heifit ord r?~1?p*~1 und damit p*~! | ord r. Zusammen mit p — 1 | ordr
erhalten wir ordr = (p — 1) p*™", also Z2, = (r). O

Bemerkung

In Definition 4.8 haben wir festgestellt, dass es schwierig ist, eine Primitiv-
wurzel modulo p zu finden. Haben wir aber eine solche gefunden, etwa a, so
kénnen wir sofort eine Primitivwurzel modulo p* angeben, namlich r = a? —p.

4.12 Satz
Serk € N. Fir k > 3 ist Z, nicht zyklisch. Fiir k > 2 gilt:

sk = Ly X Loz = (=1) x (5).

Bewets:
Wir zeigen zuerst: ord5 = 2872, Sei r > 2 und 2z = 0 mod 2"*!. Dann ist
22=0 mod 2"*? und 2z =0 mod 2", aber 2r Z0 mod 2""2 und daher

(1+2)°=1=22+22=0 mod 2"*!, aber (1+2)°—1%#0 mod 2"*2.
Da 5 = 2% + 1 folgt induktiv
5" —1=0 mod 2™, aber 5" —1#0 mod 2™

Also ist ord 5 = 2872 in Z3,.
Wir definieren nun
U Dy X Lo — L, (@,0) — (=1) ()"
Wegen
((@+edb+d) = (-5 =
= (' (D)F
= v ((@b)v((ed)
ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Weil die Gruppen Z; X Zgk-2 und Zs,
dieselbe Ordnung haben, miissen wir Kervy = <(6, 6)> zeigen. Sei (5, Z_)) €
Ker ¢, das heifit (—T)agb =1, also (=1)*5* =1 mod 2*¥. Da 5 =1 mod 4
ist insbesondere 5° £ —1 mod 2%. Deshalb folgt (—1)* = 1 mod 2% und

wegen ord5 = 282 folgt b = 0 mod 272, Also ist Kerty = <(6, 6)>, das
heifit 1 ist ein Homomorphismus. ]
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4.13 Folgerung
Setm € N und P die Menge der Primzahlen. Es gilt: 7}, ist zyklisch, genau
dann, wenn m € {1,2,4,p*,2p* | p e P\ {2} ,k € N}.

Beweis:
Wir zeigen zunéchst, dass Z;, zyklisch ist. Z5 = (id) und Z; = Z, sind
zyklisch; fiir p € P\ {2} ist Zyy nach 4.11 zyklisch und Z3 ,, = Z3 X Ly, = L.

Sei nun Z;, zyklisch. Z;pk ist fiir £ > 3 nach 4.12 nicht zyklisch. Ist
m = pi', ..., p¢ eine Primfaktorzerlegung mit p; > 2, so ist

*Q a a
Lipy = Liyor X .. X Lipn

und diese Gruppe ist genau dann zyklisch, wenn die Ordnungen paarweise

3

Fall, wenn k = 1. Z;apb ist fiir b > 1 nur zyklisch, wenn a = 1. Il

teilerfremd sind. Wegen 2 | p; — 1 und = (pi — 1) pfi~ " ist dies nur der

Nun kénnen wir beginnen, in bestimmten Féllen die Gruppen einer Ord-
nung zu klassifizieren. In 2.11 haben wir bereits gezeigt, dass Gruppen der
Ordnung p?, p prim, isomorph sind zu Z,2 oder zu Z, X Z,.

4.14 Satz
Sei p > 2 prim. Jede Gruppe der Ordnung 2p ist isomorph zu Zg, oder zu
D,.

Beweis:

Sei G eine Gruppe mit |G| = 2p. Nach dem Satz von Sylow 3.10 enthélt
G eine p-Sylowgruppe N. Da |N| = p, ist N zyklisch, etwa N = (d). Nach
Sylow 3.10 ist N <1G. Weiter gibt es ebenfalls nach Sylow eine 2-Sylowgruppe
S = (s) in G. Offensichtlich ist dann G = N - S und N NS = (1), also
ist G = N x, 8. Welche Homomorphismen ¢ : S — Aut N gibt es? Da
Aut N = Zy = 7, 1 zyklisch ist, gibt es in Aut N genau eine Untergruppe
der Ordnung 2, nédmlich («), wobei

a:N— Nz a b

Daher gibt es genau 2 mogliche Homomorphismen, und zwar

p1:S = AutN , ¢ (5) = {id}
p2: 8 = At N | ¢ (5) =au

Es ergeben sich

GlzNNSOngNXSgZpXZQgZQp
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und
G2:N>4<p252Dp.

Wenn wir Gruppen der Ordnung pg mit 2 < p < ¢ klassifizieren wollen,
taucht ein neues Problem auf:

Im Fall p | ¢ — 1 enthilt Z;, eine zyklische Untergruppe der Ordnung
p, es gibt also ein nichttriviales semidirektes Produkt Z, x Z,. Allerings
kann der Erzeuger von Z, ja auf jeden Erzeuger von Z abgebildet werden.
Es gibt also p — 1 “verschiedene” semidirekte Produkte, die aber, wie sich
herausstellen wird, alle isomorph sind. Wir brauchen also Kriterien, wann
semidirekte Produkte isomorph sind. Diese liefert der folgende Satz: n

4.15 Satz
Seien U, N Gruppen, ¢ : U — Aut N ein Homomorphismus. Dann gilt:

1. Ista € AutU und o : U — Aut N, ¢ = p o, s0 ist

N>, U=N x, U

2. Sei B € Aut N und v : U Aut N, ¢ (u) := B~ ' (u) B. Dann ist ¢ ein

Homomorphismus und es gilt:

N>, U=N x, U

Beweis:

1. Setze
T:Nx,U—NxyUun—u* n YueUneN.

Dann ist 7 ein Isomorphismus: Jedes Element in n x U besitzt eine
eindeutige Darstellung der Form g = un mit v € U,n € N, also ist 7
bijektiv. 7 ist ein Homomorphismus:

Seien uy, us € U, ny,ny € N, dann gilt:

® 18
7 ((uiny) (ugng)) = 7 <u1u2an2 n2> = (uuz)® ning =
()
= uf 1u§ 1n1u2 ng =
R (u%_1>w

—1 —1
= (u? n1> <u§ n2>:

= 7 (uing) 7 (ugng)

42



2. Fiir uy,uy € U gilt:
U (uug) = B () @ (ug) B =
= 07 (w) 871 B¢ (u2) B
= ¥ (u1) ¥ (u2),
das heifit ¢ ist Homomorphismus. Definieren nun:
71N x, U — N x, Uun — un® (firue UneN).

Wie in 1. folgt: 7 ist bijektiver Homomorphismus.

4.15 ist noch nicht ganz in der Form, die wir bendtigen.
4.16 Lemma
Sei v : Ly, — Ly ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
o (Zy,) = Z.
(Beachte: 7.t ist keine Untergruppe von Z,, sondern nur eine Teilmenge,

die Verknipfung ist anders.)

Beweis:

Wegen ord ¢ (x) | ordz (fiir jeden Homomorphismus), gilt k& | n. Sei n =
p1ay - . . .-ps die Primzahlzerlegung. Dann ist k& = plf L .-pzk mit 0 < b; < g,
und es gilt:

Ly = chlq X .. X Lyer  und  Zy = Zpl{l X ... X Zpgr.
Aus Ordnungsgriinden gilt dann: ¢ (qui> = (sz?i>. Es geniigt wegen
anngl X ... X ZLyar  und Zk%Zp?1 x...prgT

daher zu zeigen: Ist p prim, a > b und ¢; : Zy — Z, surjektiv, so ist
¢ (Z3.) = Z,. Wegen Zy. = (1) ist Zp = (¢ (1)). Fiir z € Z ist

eZ)=ed+...+1)=p(1)+...+ (1) =20 (7).

S

-~

»—mal ~—mal

Ist z € Zj., so gilt p 1 z, also ist zp (1) = (z) € Zy, und damit ¢ (Z;‘,a) C
Zy,. In jeder Gruppe G gilt: Ist g € G, so ist G = {zg | x € G}. Wir haben
(1) e Z, und daher

Zy={zp(1) |z€Zy}={20(1) | z€Z,ptq}
und damit ¢ (Z;;a) =L, ]
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4.17 Satz

Sei N eine Gruppe und U = (u) = Z,. Sei ¢ : U — Aut N gegeben durch
o(u) =~v € Aut N. Sei v : U — Aut N gegeben durch 1) (u) = " € Aut N.
Gilt ord, y = ord 7', so ist

Nx,U=N x,;U.

Beweis:

Da ordp (u) | ordu = n, ist ¢ : (u) — (y) = Imep surjektiv. Wegen
~— ~—
2in %Zordgp’y

ordy = ord~y' ist i € Z% .. Also gibt es nach 4.16 cin a € Z;, so dass

¢ (u®) = ~". Wegen a € Z7 ist die Abbildung
a: (uy — (u),r+— x°
ein Automorphismus von (u) und es gilt ¥ = ¢ o a. Nach 4.15 gilt dann
N>, U= N x, U
O

4.18 Satz
Seien p,q prim mit 2 < p < q und set G eine Gruppe der Ordnung pq. Dann
gilt:

1. Fallsptq—1, ist G = Z,, zyklisch.

2. Giltp|q—1, so gibt es in Aut Z, = Aut Z} ein Element v der Ordnung
p und durch ‘ ‘
0 :Z,=(g) — AutZ,, g' — 1’

wird ein nichttrivialer Homomorphismus definiert. Fs gilt: G ist ent-
weder zyklisch oder G = Ziy Xy, Zy,.

Bewers:
Sei () eine ¢-Sylowgruppe von G. Nach dem Satz von Sylow 3.10 ist ‘Squ G | =
1 mod ¢ und ’Squ G| | p, also ist }Squ G‘ = 1 und damit ) < G. Sei P eine
p-Sylow. Dann ist G = PQ und PN Q = (1) und daher G = @ x,, P fiir
irgendein ¢ : P — AutQ = Z; = Z, 1.

Gilt p1q—1, so gibt es in Aut @ kein Element der Ordnung p. Daher ist
¢ (P) = (id) und folglich

G=PXQ=Zy XLy =L,
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Im Fall p | ¢ — 1 gibt es in Aut Q = Z,_; ein Element r der Ordnung p.
Sei P = (g), dann wird durch

0: P — AutQ,g" — 1

ein nichttrivialier Homomorphismus gegeben. Die weiteren moglichen nicht-
trivialien Homomorphismen sind

goj:P—>Ath,gi»—> (rj)i, 1<jg<np.
Nach 4.17 gilt: P x, Q = P x,, Q. Also folgt insgesamt:
G =7y X Ly = Ly, oder G=PX,Q =2Zy,X,ZLy.
O

4.19 Bemerkung Beschreibung von Gruppen durch Erzeuger und Relatio-
nen

Eine kurze Moglichkeit, Gruppen zu beschreiben, ist die Beschreibung durch
Erzeuger und Relationen. Eine solche Beschreibung hat die Form

G:<gl7"‘agn|R>7

wobei R eine Menge von Gleichungen (“Relationen”) ist, die die Erzeuger
g1, - -, gy erfiillen, z.B.

Gi={(gl¢°=1)
oder

Gy=(s,d|d"=s"=1,sdsd=1).
Fiir endliche Gruppen gilt:

G={g1,--.9n | R)

ist die endliche Gruppe gréoffitmoglicher Ordnung, die Erzeuger gy, . . ., g, be-
sitzt, die die Relationen aus R erfiillen. In unseren Beispielen ist G; = Zg
(Z3 = () erfiillt die Relationen auch, hat aber nciht die maximale Ordnung)
und Gy 2 D,,.

Im allgemeinen ist es schwierig, die Ordnung einer durch Erzeuger und
Relationen beschriebenen Gruppe herauszufinden. Bei semidirekten Produk-
ten ldsst sich zeigen: Ist U = (uq,...,ux | Ry) und N = (ny,...,nm, | Ry)
und ¢ : U — Aut N ein Homomorphismus, so gilt:

Nx,U = <u1,...,uk,n1,...,nm|RUuRNU
U{u;lnzu]:n:o(ug)“:l,,m,j:177k}>
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Fiir die Gruppe aus 4.18 erhalten wir z.B.:
G = <a,b | a? =P = 1,b’1ab:a7">,

wobei r € Z; Ordnung p hat.

5 Gruppenoperationen

Gruppenoperationen sind ein wichtiges Hilfsmittel mit Anwendungen sowohl
innerhalb als auch auBlerhalb der Gruppentheorie (z. B. in der Kombinatorik,
Zahlentheorie,...). Um die Stérke zu demonstrieren, werden wir die Aussage
des Satzes von Sylow verallgemeinern.

Fiir eine Menge €2 bezeichne Sq die symmetrische Gruppe auf Q. Grup-
penoperationen lassen sich auf zwei dquivalente Arten definieren.

5.1 Definition Operation
e Eine Gruppenoperation von G auf € ist ein Gruppenhomomorphismus

v:G — Sq.

Dazu &dquivalent:
e Eine Gruppenoperation von G auf ) ist eine Abbildung

OxG—Q(,9) —

derart, dass fiir alle & € Q und alle g, h € G gilt (a9)" = a9 o' = a.
Der Homomorphismus ¢ : G — Sq wird dann gegeben durch

w(g)=<§g)-

Die Operation heifit treu oder effektiv, wenn ¢ injektiv ist.
Sie heifit trivial, wenn Ker(y) = G.

5.2 Beispiel

1. S, operiert treu auf {1,...,n}.

2. D, operiert treu auf den Ecken eines regelméfligen n-Ecks. Versieht man
die Ecken mit den Zahlen 1, ... n, so operiert D,, auch treuauf 1,... n.
Daraus folgt D3 = Ss3, die 2-Sylowgruppen von Sy sind isomorph zu Dy.
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3. Sei U < (. G operiert auf den Rechtsnebenklassen von U durch Rechts-
multiplikation. Der zugehorige Homomorphismus ist gerade der in 1.8
konstruierte.

4. G operiert durch Konjugation auf

e der Menge ihrer Elemente,
e der Menge der nichtleeren Teilmengen von G,

e der Menge der Untergruppen (der p-Untergruppen, der Untergrup-
pen von Ordnung n||G],...) von G,

e der Menge der p-Sylowgruppen von G.

5. Gl(n,F,) operiert auf der Menge der k-dimensionalen Untervektor-

raume von (IF,)".

Der letzte Punkt in 4 verdient es, besonders hervorgehoben zu werden:

5.3 Satz

Sei G eine Gruppe mit genau n p-Sylowgruppen P, ..., P,;n > 1. Durch
Y G — Sp,(g) = o, wobei g7 'Pig = Pyqy,...,9 "Pog = Py(ny wird ein
nichttrivialer Homomorphismus definiert und es gilt Ker(¢) = (), Na(B).

Beweis:
Nach Sylow sind die p-Sylowgruppen konjugiert, d. h. ¢ ist nicht trivial und
es gilt Ker(¢) ={g € Glg'Pg=P,,i=1,...,n} =i, Na(P).

Als kleine Anwendung zeigen wir:

5.4 Satz
Ist |G| =112 =217, so ist G nicht einfach.

Beweis:

Ist die 2-Sylowgruppe nicht normal in G, so gilt | Syl, G| = 7 nach Sylow. Die
Operation von G auf Syl, G durch Konjugation liefert einen nichttrivialen
Homomorphismus ¢ : G — S7. Dann ist auch signoy : G — {—1,1} ein
Homomorphismus. Ist sign ot nicht trivial, so ist Ker(signoy) # G und
Ker(sign o)) <G. Sonst ist Im(¢)) < A7. Da |G| 1| A7 | =23-32-5-7, kann A,
keine zu GG isomorphe Untergruppe enthalten, also ist ¢ weder trivial noch
injektiv und Ker(¢)) daher ein nichttrivialer Normalteiler von G.

5.5 Definition Stabilisator

G operiere auf Q. Sei o € . Die Menge G, = {g € G|lad = a} heifit
Stabilisator von a in G. Andere Bezeichnungen sind Fizuntergruppe, Isotro-
piegruppe und Standuntergruppe.
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5.6 Satz
G operiere auf Q). Sei a € Q). G, ist eine Untergruppe von G und fir x € G
gilt Goe = (G)”.

Beweis:
Seien z,y € G,, dann ist o™ = (a*)¥ = a¥ = «. Also ist xy € G, und damit
ist G, Untergruppe von G.

Es gilt
YEGp <= () =a"
— o™ =g
= ayr ' € G,
= yca 'Gor = (G,)"
Bemerkung

G operiert durch Konjugation

e auf der Menge ihrer Elemente. Der Stabilisator eines Elements x € G
ist der Zentralisator Zg(x).

e auf der Menge der Untergruppen U < (. Der Stabilisator von U ist
der Normalisator N (U).

Einige Aussagen in (setze REF!) folgen daher aus 5.6

5.7 Definition Bahn

G operiere auf . Sei a € Q. Die Mengea® := {a9|g € G} heifit Bahn (engl.
orbit) von «. Die Anzahl der Elemente einer Bahn heifit auch Ldnge der
Bahn.

Bemerkung
Die Bahnen gehen von einer Aquivalenzrelation hervor, ndmlich aus

a~f<=dge G :a’=p.

Sind daher By,..., B, die Bahnen von G auf €2, so gilt
Q=|JB  disjunkt.

5.8 Satz Bahnengleichung
G operiere auf 2. Fir a € ) gilt

o] =

|Gl
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. Ist A ein Vertretersystem der Bahnen von G auf (), so gilt

G
Q| = Z |G | (Bahnengleichung)
a€N | a|
Beweis:
Fir z,y € G gilt
=V = o =a

— yre G,
— y € Gur.

Es gibt also in der Bahn oY genauso viele Elemente, wie es Nebenklassen
von G, gibt, ndmlich % Stiick. Die Bahnengleichung folgt dann aus

Q:Uac

aceA

Bemerkung

Sei H < (. Betrachten wir die Operation von H auf G durch Konjugation,
so sind die Bahnen gerade die H-Konjugationsklassen und (setze REF!) folgt
aus 5.8. Auch die Klassengleichung (setze REF!) folgt sofort.

Lassen wir H auf der Menge der Untergruppen von G durch Konjugation
operieren, so folgt (setze REF!).

Wir demonstrieren nun die Stérke des Konzepts der Gruppenoperationen,
indem wir im folgenden Satz auf einen Schlag den Satz von Cauchy und die
Aussage (setze REF!) des Satzes von Sylow erneut beweisen. Die Aussage
aus dem Satz von Sylow wird dabei sogar noch verallgemeinert.

Beachte: Der Beweis verwendet aufler Gruppenoperationen nur Aussagen
iiber Nebenklassen von Untergruppen und Kenntnisse iiber Untergruppen
zyklischer Gruppen.

5.9 Satz Cauchy, Sylow (setze REF!) und mehr

Sei p prim und |G| = p*-m mit p 4 m. Fir 0 < s < a bezeichne r, die
Anzahl der Untergruppen der Ordnung p® von G. Dann gilt rs = 1 mod p.
Insbesondere ist s <1 (Cauchy) und r, =1 mod p (Sylow).

Beweis nach Wielandt:
Sei n = % =p®*-m und sei 2 := {M C G||M| = p°}. Offensichtlich gilt
Q| = (VZZS). G operiert auf 2 durch Rechtsmultiplikation, da fiir ¢ € G gilt
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[Mg| = |M].

Seien T; die Bahnen dieser Operation, M; ein Reprasentant von 7; und sei
U; .= Gy, = {g € G|M;g = M;} der Stabilisator von M;. Dann gilt |T;| =
%. Aus M;U; = M, folgt M; = Ule g;;U; fir bestimmte ¢;; € G, das
heifit M; ist Vereinigung von Nebenklassen von U;. Also ist p® = |M;| =
ki - Uy <= |Ui| = ’;— und folglich |U;| = pb mit b; < s. Ist |U;| = p¥ < p°,
so gilt |T;| = % = IZST? = 0 mod pn. Ist |U;| = p*, so gilt |T;| = p;sn = n.
Insgesamt erhalten wir

(") =101= X il mod pn €

pS
|T;|=n

Wir zeigen nun: #{T;||T;| = n} = rs.

Ist ndmlich |T;| = n, so gibt es ein m; € M; derart, dass M; = m;U;. Dann
ist m;U;m;* =: V; < T; eine Untergruppe der Ordnung p* in 7;.

Ist andererseits U < G mit |U| = p°, so ist T := {Uglg € G} eine Bahn
mit |T'] = % = n. Sind V;, V; Untergruppen von G mit |V;| = |V;| = p®, so
gilt V; = Vjg fiir ein g € G. Also gibt es ein v; € V; mit 1 = v;g und damit
g:vj_l € Vj,ergo V; = Vj.

Kurz: verschiedene Untergruppen mit Ordnung p°® liegen in verschiedenen
Bahnen. Setzen wir das Erhaltene in (*) ein, so erhalten wir (7;7’:) = nr,
mod pn. Diese Kongruenz gilt fiir alle Gruppen mit Ordnung p*m, insbe-
sondere auch fiir die zyklische. Bei der zyklischen Gruppe ist bekanntlich
rs = 1, also ist (T;p:) =n mod pn. Damit gilt fiir beliebige Gruppen G mit
|G| = p*m:n =n-ry mod pn, also pn|nrs—n = n(rs—1) und damit p|ry,—1
bzw. r¢ =1 mod p.

5.10 Folgerung
Sei p prim und P eine Gruppe der Ordnung p*. Sei 1 < s < a. Dann enthdlt
P einen Normalteiler der Ordnung p°.

Beweis:

P operiert durch Konjugation auf der Menge Q2 := {U < P||U| = p*} der Un-
tergruppen von P mit Ordnung p®. Sei r, := |{2|. Nach der Bahnengleichung
gilt dann r, = | = ). JDL;", wobei U; Représentanten der verschiedenen
Bahnen sind. Fiir die Stabilisatoren Py, erhalten wir Py, = {g € G|g~'U;g =

Uz} = Np(UZ) Also ist | |
P %
"= 2 TR .

Pl s Np(U;) # P. Nach 5.9 ist r, = 1

Weil P eine p-Gruppe ist, gilt p|NP(U,)
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mod p, also p { rs. Also gibt es in (*) einen Summanden, der nicht durch p
teilbar ist, d. h. es gibt U; € Q mit Np(U;) = P < U; < P.

Fiir weitere Aussagen iiber Untergruppen von p-Gruppen benotigen wir
zunéchst eine Aussage iiber deren Normalisatoren:

5.11 Lemma Matsuyama
Sei p prim, P eine p-Gruppe und H < G. Dann ist entweder H <@ P oder es
gibt ein x € P mit H* # H und H* < Np(H).

Beweis:

Sei H &4 P. Wir setzen X = {H*|z € P}\{H}. Dann ist X # & und
H operiert auf X durch Konjugation. Nach Lemma (setze REF!) gibt es
% H-Konjugierte von H in P, also ist |X| = % —1#0 mod p.
Die Langen der Bahnen von H auf X sind nach Lemma 5.8 Potenzen von p.
Wegen | X| # 0 mod p folgt, dass es eine Bahn der Lénge 1 gibt, etwa { HY}.
Dann ist h ' HYh = HY fiir h € H, das heiBt es gilt H < Np(HY). Setzen wir

x =1y ', soist nach (setze REF!) H* < Np(HY)* = Np(HY") = Np(H).

5.12 Folgerung
Sei p prim, P eine p-Gruppe. Ist H < P, so ist H < Np(H).

Beweis:
Ist H < P, soist Np(H) = P > H.Ist H 4 P, so gibt es nach 5.11 ein
H?* # H mit H* < Np(H), also ist Np(H) > H.

5.13 Folgerung
Sei p prim, P eine p-Gruppe mit |P| = p™. Alle Untergruppen der Ordnung

p"~ 1 sind Normalteiler in P.

Bewes:
Nach 5.12 ist Np(H) = P fir H < P mit |H| = 1

Mit 5.12 und 5.13 kénnen wir einen weiteren Satz iiber Untergruppen von
p-Gruppen beweisen:

5.14 Satz
Sei P eine p-Gruppe und H < P mit |H| = p®. Sei

a:=|{K < P|H < K und |K]| 2p8+1}|

die Anzahl der Untergruppen von P mit Ordnung p**t, die H enthalten. Dann
st a =1 mod p. Insbesondere ist a > 1.
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Beweis:

Nach 5.12 ist N < Np(H). Ist K < P mit H < K und |K| = p**!, so gilt
H < K nach 5.13. Laut (setze REF!) ist daher K < Np(H). Wir wenden nun
den Korrespondenzsatz auf 6 : Np(H) — Np(H)/H an. Die Untergruppen
K mit H < K und |K| = p*™' entsprechen dabei den Untergruppen der
Ordnung p von Np(H)/H. Fiir deren Anzahl a gilt a =1 mod p nach 5.9.

5.15 Bemerkung

Sei p prim, P eine p-Gruppe mit |P| = p". Fiir 1 < s < n sei r; die Anzahl
der Untergruppen von P mit Ordnung p®. Nach 5.9 ist r, = 1 mod p. Der
einfachste Fall wire also r, = 1. In diesem Fall lasst sich zeigen:

e Ist r; =1, soist P zyklisch oder es ist p = 2 und P ist eine sogenannte
verallgemeinerte Quaternionengruppe.

o Ist ry =1 fiir s > 1, so ist P zyklisch.
Fiir die Kombinatorik interessant ist das folgende Lemma

5.16 Satz Lemma von Cauchy-Frobenius

(oft falsch als Lemma von Burnside bezeichnet)

G operiere auf Q. Fir g € G bezeichne F(g) :={a € Q|a¥d = a}. die Menge
der Fizpunkte von g. Dann gilt fiir die Anzahl N der Bahnen von G auf €2

N—|G|Z|F

geG

das heif$t, die Zahl der Bahnen ist gleich der durchschnittlichen Zahl der
Fizpunkte.

Bewezs:
Es gilt a € F(g) <= g € G,. Damit ist

D_IF@l = Z 1= > 1=

geG 9€G a€eF (g a€ef gGGa
ae aE

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass jede Bahn den Beitrag 1 zur Summe
liefert.

Eine gruppentheoretische Folgerung aus dem Lemma von Cauchy-Frobenius
ist
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5.17 Folgerung
Fiir die Anzahl ¢ der Konjugationsklassen von g gilt

1
c= @Z | Ca(g)l-
geG

Beweis:
G operiert durch Konjugation auf sich selbst, die Bahnen sind die Konjuga-
tionsklassen und fiir g € G gilt

F(g9) ={z € Glg'zg =2} = {z € Gla"'gz = g} = Ca(g).

5.18 Definition transitiv
G operiere auf ). Die Operation heifit transitiv, wenn es nur eine einzige
Bahn gibt, d. h. wenn zu «, § € 2 ein g € G existiert mit o = .

Die Operation heifit n-transitiv, wenn zu jedem Paar (av, ..., ap,), (B1,- -, On)
von n-Tupeln mit oy, . . ., a, paarweise verschieden (genauso fiir (31, . .., 5,))
ein g € G existiert derart, dass of = g; fir i = 1,...,n.

5.19 Beispiel
Offensichtlich ist eine transitive Operation 1-transitiv und eine n-transitive
Operation ist (n — 1)-transitiv.

1. D,, operiert transitiv auf den Ecken des regelméfligen n-Ecks.
2. S, operiert n-transitiv auf {1,...,n}.
3. A, operiert (n — 2)-transitiv auf {1,...,n}.

Beweis:

1. D, operiert transitiv, weil schon (d) transitiv operiert.

ap ... Qpn
2. tut es.
( B oo B )
3. Selen ay, ..., an—9 € {1,...,n} paarweise verschieden und f, ..., 3,—2 €

{1,...,n} paarweise verschieden. Dann gibt es a,,_1, &, Bn_1, 3, der-
art, dass {aq,...,an,} ={1,...,n} ={f1,...,B.}. Wir betrachen

o — < a1 ... Op_92 0Op_1 Op )
B ﬁl S ﬁnf2 ﬁnfl 571 7
— < ar ... Op_9 0Op_1 [67% )
B ﬂl s ﬁn—2 ﬁn ﬁn—l .

Dann ist (a,—1 @)oo = 7 und daher sign(m) = —sign(o). Folglich
liegt eine der beiden Permutationen in der A,,.
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5.20 Satz Frattini-Argument I

G operiere auf Q). Besitzt G eine Untergruppe U, die transitiv auf €2 operiert,
so qilt G = GLU fiir alle o € Q).

Beweis:

Sei a € Q fest. Zu jedem g € G gibt es ein x € U derart, dass o = o*. Also
ist %" = o und damit gz~ € G, d. h. es gilt g € Goz C G,U.

Bemerke: es gilt auch G = UG, ersetze g durch ¢g~! im Beweis.

5.21 Satz Frattini-Argument II
Sei M < G. Dann gilt fiir jede p-Sylowgruppe P von M

G = M Ng(P).

Beweis:

Wegen M <G operiert G auf Syl M durch Konjugation. Nach Sylow operiert
M dabei transitiv. Fiir P € Syl G ist der Stabilisator Gp = {g € Glg~'Pg =
P} = Ng(P). Mit dem Frattini-Argument I folgt G = M Ng(P).

5.22 Satz
G operiere transitiv auf 2. Dann sind dquivalent:

1. G operiert 2-transitiv auf €2.
2. Fir jedes x € Q operiert G, transitiv auf Q\{x}.

Beweis:

Operiere zunéchst G 2-transitiv auf Q. Seien (3,7 € Q\{a}. Nach Vorausset-
zung gibt es ein g € G mit (o, B,) = (a, ). Offensichtlich ist g € G,.
Operiere umgekehrt G, transitiv auf Q\{x} fiir alle z € 2, und seien a # 3 €
Qund v # 0 € G. Dann gibt es ein g € G, derart, dass 9 = d und ein h € G
mit o = ~. Fiir das Element gh gilt dann (a9, 39") = (", 6") = (v,0).

6 Symmetrische und alternierende Gruppen

Neben der Zykelschreibweise sind als Vorkenntnisse bereits vorhanden:

e Jedes 0 € S, lésst sich (bis auf die Reihenfolge eindeutig) als Produkt
disjunkter Zykel schreiben.

e S, wird von den Transpositionen (= 2-Zykel) erzeugt.

e A, wird von 3-Zykeln erzeugt.
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Wir beginnen damit, die Konjugationsklassen von S,, und A,, zu bestimmen.
Dabei sind folgende Bezeichnungen hilfreich:

6.1 Definition Zykelpartition, Zykeltyp

Sei o € S,,,0 = 01 ... 0, die Zerlegung in disjunkte Zykel. Sei ordo; >
ordoy > ... > ordoy. Das Tupel (ordoy,...ord o) heill Zykelpartition von
o. Sei nun a; die Vielfachheit ¢ in der Zykelpartition von o. Das Tupel
(a1, a9, ..., a,) heilt Zykeltyp von o.

Beispiel

7 = (123) (45) (67) (89) € S;; hat die Zykelpartition (3,2,2,1,1) und den
Zykeltyp (2,3,1,0,0,0,0,0,0,0,0). Beim Zykeltyp werden in der Regel die
Nullen am Ende weggelassen. Steht n fest, so werden gelegentlich auch die
Einsen am Ende der Zykelpartition weggelassen. Die Zykelpartition schreibt
man abkiirzend in der Form

Qn

(n®, (n—1)™ " ... 1),

das heifit die Zykelpartition von 7 wire (3,22,1%). Die folgende Rechenregel
liefert uns die Konjugationsklassen der S,,:

6.2 Lemma Rechenregel
Seio = (i1, i) (lpg1yeovylng) oo (cooyip,) €Sy die Zerlegung in disjunkte
Zykel und sei m € S,,. Dann gilt:

7 lom = (7 (i1) sy (in) (7 Cirgr) s ooy 7 (i) s (o)) (i) -

Bewers:
Wir kénnen o in der Form (Uéi)) als Abbildung schreiben. In dieser Schreib-

weise ist
mlom = (ﬁ()) <a<>> <ﬂ<>> -
- (Tiﬁ)(&o):
s (o) etotin) -
= (elon)
Ist also



in der Zykelschreibweise, so ist
alor=...(.t(i) (0 (@)...)....
O

6.3 Satz Konjugationsklassen der S,

o, T sind in S, sind genau dann konjugiert, wenn sie dieselbe Zykelpartition
haben. Insbesondere ist die Zahl der Konjugationsklassen von S, gleich der
Zahl der Partitionen von n.

Beweis:
Nach Lemma 6.2 haben konjugierte Elemente dieselbe Zykelpartition. Wir
miissen noch zeigen, dass alle Elemente mit derselben Zykelpartition konju-
giert sind.
Seien also
c=0y...-0, und T=T{ ... T}

Zerlegungen in disjunkte Zykel mit ord o; = ord 7;. Wir suchen ein 7w € S,, mit
7 Yom = 7. Dieses 7w erhalten wir nach 6.2 durch “Untereinanderschreiben”:

= (o). ).
= gT(G) ).

und interpretieren als Abbildung: = € S,, bildet untereinanderstehende Zah-
len aufeinander ab, das heifit 7 (i) = j,7 (0 (1)) = 7(j) usw. Nach 6.2 gilt
dann: 7 lom = 7. O]

Bemerkung
Die Zahl der Partitionen wéchst sehr schnell an, lasst sich aber mit kombi-
natorischen Methoden recht gut berechnen. Es ist

P(5) 7

P(10) = 42
P(20) = 627
P(50) = 204226
P (100) 190569292

Fiir die Bestimmung der Konjugationsklassen der A, brauchen wir in
einem einfachen Fall Aussagen iiber die Zentralisatoren Cg, (o). Wir bestim-
men Cg, (o) gleich allgemein:
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6.4 Satz
Sei o € S,, ein Element vom Zykeltyp (a1, ..., a,). Dann ist

Cs, (0) = Sa, X (Za 4 Say) X .. X (Zn 2y Say,)

und es gilt:
|Zk Zp Sak| = ak!k‘a’“.

Faktoren mit ar, = 0 sind dabei wegzulassen. Die Faktoren Ziy U, S,, lassen

sich dabei folgendermajen beschreiben:
Seien (by1, ... bik), (bar, .o o) ooy (bay1s - - -5 bayr) die Zykel der Linge
k in der Zerlequng von o. Sei

und

K = <(b11, e ,blk) Sy (bakh ey bakk» .
Dann ist K = (Zy,)*™. Fir jedes T € S,, wird durch

Uy K — K, (b, ..., by) — (bT(i)l, . ,bT(i)k)
ein Automorphismus von K gegeben. Die Abbildung
©: 8., — Aut K, 17— 1,
st ein Gruppenhomomorphismus und es gilt:
Zi 1 Sq), = K %, S,, < Sy

Beweis:

(o) operiert als Untergruppe von S,, auf den Zahlen {1,...,n}. Die Bahnen
dieser Operation werden gerade durch die Zykel in der Zerlegung von ¢ in dis-
junkte Zykel gegeben, wobei wir die Zykel der Lange 1 hier nicht weglassen.
Ist 0 = 0y -...-0, eine Zerlegung in disjunkte Zykel und ist o; = (by, ..., b;,),
so ist B; :={by,..., b} eine Bahn von (o).

Sei nun 7 € Cg, (o). Dann gilt 77'o7 = o, also ist 77 'oy7 = o fiir
ein j € {1,...,7} (hier geht 6.2 ein!). Nach 6.2 liefert dies 7(B;) = B;
das heifft 7 permutiert die Bahnen von o. Da 7 bijektiv ist, werden dabei
Bahnen gleicher Lange permutiert. Fassen wir die Bahnen gleicher Lange [
in Y; zusammen, also Y] := U| Bil=l B;, so ist demnach

T ESy; XSy, X... xSy, und Cg, (0) <Sy, X...XSy,,
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wobei leere Mengen weggelassen werden. Sei nun Y = Y}, und seien b
wie im Satz. Wir setzen

K, p

77

T o= (b, s baw) oo (Dagts - -+ s Dag) -

Dann ist Cg, (0) NSy = Cs, (m) und Cs, (o) ist (nach 6.2) das direkte
Produkt der Cg, () fiir £ = 1,...,n. Offensichtlich ist K %, S,, < Cs, (7x)
und es gilt

|K Ao Sak‘ = ’K’ak ak! = kakak!.

Die Konjugationsklasse C;, von 7 in Sy besteht nach 6.3 aus den Elementen
von Sy mit der gleichen Zykelpartition wie 7, also aus den Elementen, die
Produkt von ayk-Zykeln sind. Davon gibt es in Sy = Si.,, gerade

o, | = (ka)! (kay, — k)! (2K)! K1 (kay)!
U k(kap — k) Kk (kap —2K) T kKD ko oap k%ay!
Stiick. Also ist
kag) k% ay,!
|Cs, (m)| = Syl _ (Ratk?a = k" ay!.

Gkl (ha)!

Das liefert:
CSY (Wk) =K >44p Sak = Zk Zp Sak .

Damit kénnen wir die Konjugationsklassen der A, bestimmen (wobei wir
6.4 nur in einem einfachen Fall verwenden, den man auch wesentlich kiirzer
beweisen kann). O

6.5 Satz Konjugationsklassen der A,

Sei 0 € A, und C C S, die S,-Konjugationsklasse von o, dann gilt: Ent-
weder ist C' auch die A,-Konjugationsklasse von o oder C zerfillt in zwei
gleich grofie A, -Klassen. C' zerfdllt genau dann in zwei A, -Klassen, wenn in
der Zykelpartition von o (mit Einsen!) alle Teile paarweise verschieden und
ungerade sind. Ist in diesem Fall 7 € S, \ A,, so sind o und 777 in A,
nicht zueinander konjugiert.

Bewers:

Wegen A, <1S,, liegt jede S,-Konjugationsklasse entweder ganz in A,, oder
ganz in S, \ A,,. Sei C die A,-Klasse von ¢ und Cy die S,-Klasse. Nach 2.7
gilt:

0]
Cgl = ————— und Cal =
1= 1eg (o) Cal

A
Ca. ()]
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Wegen Cy,, (o) = Cg, (o) NA,, ist

Cs, (o
Can ()] = [Cs, (@)] oder  [Ca, (o) = S5
Demnach gilt |Ca| = |Cs| oder |Ca| = % Offensichtlich zerféllt Cs ge-
nau dann in zwei A,-Klassen, wenn Cy, (0) = Cg, (0), das heifit, wenn
Cs, (A,) < A, gilt. Enthélt nun o in seiner Zerlegung o = 71 - ... - 7 in

disjunkte Zykel einen Zykel m; gerader Linge, dann ist m; € Cg, (o) \ A,.
Enthélt o zwei Zykel derselben ungeraden Lénge, also etwa

o= (il o(iy)...0c" " (11)) (i2 o (ig)...0"" <Z2))

mit ungeradem 7, so ist
p = (iri2) (0 (i1) 0 (i2)) ... (6" 7" (i1) 0" (i2)) € Cs, (o) \ A,.

Ist umgekehrt o = 7y - ... 7 ein Produkt disjunkter Zykel mit paarweise
verschiedenen ungeraden Léngen, so ist

C. (0) = (m1) X (M) X ... x (14} < Ay .

Ist 7 € S, \ Ay, sosind o0 und 7707 in A,, nicht konjugiert. Andernfalls géibe
es ein ™ € A, so dass

rlor=nlor e rr ot =0 &1t €Cg, (0) =Ca, (0) <A,.

Dann ist aber 7 € A,, # = A,,. Widerspruch! O

Als néchstes wollen wir beweisen, dass A, fiir n > 5 einfach ist. Dafiir gibt
es verschiedene Beweise. Der folgende Beweis vermeidet weitgehend lange
Rechnungen.

6.6 Lemma
Ay ist einfach.

Beweis:

In S5 gibt es 2 = 25 5-Zykel, 233 = 20 3-Zykel und } (%*22) = 15 Dop-
peltranspositionen. Diese bilden zusammen mit (1) die Gruppe Aj. Nach
Satz 6.3 bilden diese Elemente jeweils Ss-Konjugationsklassen. Laut Satz 6.5
zerfallt die Sz-Klasse der 5-Zykel in zwei Az-Klassen mit je 12 Elementen.
Ist (1) < H < Asj, so ist H Vereinigung von (1) mit einigen der Konjugati-
onsklassen. Also ist |H| Summe von 1 mit einigen der Zahlen 12, 12, 15, 20.
Keine dieser Summen ist jedoch ein echter Teiler von 60, also H = A;5. [
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6.7 Lemma
Sei H <A, fiirn > 5. Liegt ein 3-Zykel in H, so ist H = A,,.

Beweis:
Nach 6.4 enthélt H die ganze Klasse, also alle 3-Zykel. Die 3-Zykel erzeugen
aber A,,, also ist H = A,,. O

6.8 Lemma
Ag ist einfach.

Beweis:
Sei (1) < H <1 Ag und sei o € H mit a # (1). Besitzt « einen Fixpunkt, das
heiBt gibt es i € {1,...,6} mit () = 4, so betrachten wir

Fo={feAs|B(i)=1i}.

Dann gilt ' = A5 und (1) # o € F'N H. Nach dem 1. Isomorphiesatz 0.2
gilt: HN F < F. Weil F nach 6.6 einfach ist, folgt H N F' = F und daher
F < H. Da F 3-Zykel enthélt, folgt H = Ag mit 6.7.

Wir kénnen annehmen, dass kein Element von H aufler (1) einen Fixpunkt
besitzt. Ist & € H mit a # (1), so hat o daher entweder die Zykelpartition
(4,2) oder (3,3). Nach 6.5 sind alle Elemente mit diesen Zykelpartitionen
jeweils konjugiert in Ag, also ist entweder ay = (12) (3456) € H oder ap =
(123) (456) € H.Ist ay € H, so ist auch o € H und o? besitzt die Fixpunkte
1 und 2. Widerspruch! Ist s € H, setzen wir § = (356); H enthélt als
Normalteiler das Element (87 'a3)a™! = (24536), das 1 als Fixpunkt hat.
Widerspruch! Folglich kann so ein Normalteiler nicht existieren. O

6.9 Satz
Fiirn > 5 ist A,, einfach.

Beweis:
Sei (1) # H < A,. Ist § € H mit 8 # (1), so gibt es ein ¢ € {1,...,n}
mit 5 (i) = j # i. Ist o ein 3-Zykel mit « (i) = ¢ und « (j) # j, so gilt
B(a(i)) =p3GE) =7 und a (B (i) = a(j) # j. Also kommutieren « und /3
nicht, das heifit es ist 37 'a"'Ba # 1. Wegen H < A,, ist 37! (a'3a) € H.
Nach 6.3 ist 3~ 'a™'3 ein 3-Zykel, das heifit das Element (87 'a™!3) a ist ein
Produkt von 2 3-Zykeln und bewegt daher hochstens 6 Zahlen 4, ..., ig.

Sei Y := {i1,...,i6}. Ist |Y| < 6, so ergénzen wir Y mit beliebigen Zahlen
aus {1,...,n}, sodass |Y| = 6. Wir betrachten

F={yeA,|v(@)=i VimitigY}.

Dann ist F' = Ag und wegen S 'a 'fa € FNH ist FNH > (1). Nach
dem 1. Isomorphiesatz 0.2 gilt F'N H < F'. Weil F' nach 6.8 einfach ist, folgt
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FNH=F,das heifit F' < H. Damit liegt ein 3-Zykel in H und mit 6.7 folgt
H=A,. O

6.10 Folgerung
S, und A,, sind nicht auflosbar firn > 5.

6.11 Folgerung
Es gilt:

1. S, =A, firn>2und Z(S,) = (1) fiirn > 3.
2. Al = A, firn>5und Z(A,) = (1) firn > 4.

Beweis:

1. Da$S, /A, abelschist, gilt S', < A, nach 2.15 Fiirn > 3ist (i) (jk) " (ij) (jk) =
(ijk), also liegen alle 3-Zykel im S/ . Die 3-Zykel erzeugen A,, und n = 2
trivial. Z (S,,) = (1) folgt leicht mit 6.3.

2. Da A, <A, und Z(A,) < A, sind beide Aussagen fiir n > 5 klar.
Z (A4) = (1) bleibt dem Leser zur Ubung iiberlassen.

]

Aj ist eine einfache nicht abelsche Gruppe der Ordnung 60. Es gibt keine
nicht abelsche einfache Gruppe mit kleinerer Ordnung. Wieviele nicht abel-
sche Gruppen mit Ordnung 60 gibt es? Der folgende Satz zeigt: Es gibt nur
eine!

6.12 Satz
Sei G eine nicht abelsche einfache Gruppe mit |G| = 60. Dann ist G = Aj.

Beweis:
Wir untersuchen 2 Falle:

1. G besitzt eine Untergruppe mit [G : U] < 5. Dann operiert G durch
Rechtsmultiplikation auf den Rechtsnebenklassen von U. Das liefert
nach 1.8 einen nicht trivialen Homomorphismus

v:G— S, wobei n =[G : U].

Weil ¢ nicht trivial ist, gilt Ker ¢ # G. Also muss Ker ¢ = (1) gelten,
das heifit ¢ ist injektiv und daher n = 5. Auch

signoy : G — {1,—1}

ist ein Homomorphismus, offensichtlich nicht injektiv. Also ist Ker (sign op) =

G und daher ¢ (G) = As, das heifit G = Aj via ¢.
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2. Fir alle U < G gilt [G : U] > 6. Sei S eine 2-Sylowgruppe von G. Jede
Gruppe U mit S < U < G hat Ordnung 4 -3 = 12,4 -5 = 20 oder
4 -3 -5 = 60. Nach Voraussetzung besitzt GG aber keine Untergruppen
mit Ordnung 12 oder 20, also ist in diesem Fall bereits U = G.

Da S < Ng(S) und Ng (S) # G (sonst wire S Normalteiler), folgt

Ng (S) = S. Nach dem Satz von Sylow 3.10 gibt es in G daher [G : Ng (5)] =
15 2-Sylowgruppen. Schneiden sich je 2 beliebige 2-Sylowgruppen in
(1), so enthalten die 15 2-Sylowgruppen zusammen 1+ 15-3 = 46 Ele-
mente. Gleichzeitig enthélt G mindestens 6 5-Sylowgruppen. Da diese
trivialerweise Durchschnitt (1) haben, enthalten sie 6-4 = 24 Elemente

der Ordnung 5. Das liefert |G| > 70. Widerspruch!

Also gibt es 2-Sylowgruppen R,T von G mit |[RNT| =2. Sei RNT =
{1,y}. Als Gruppen der Ordnung 4 sind R und T abelsch, also kom-
mutiert y mit den Elementen von R und 7". Wir betrachten nun (R, T').
Wegen R < (R, T) folgt (R,T) = G, denn G enthélt ja keine Unter-
gruppen mit Ordnung 12 beziehungsweise 20. Das Element y kommu-
tiert mit den Erzeugern von (R,T) = G, also ist y € Z(G) und damit
Z(G) > (1). Da Z(G) # G ist Z(G) also nichttrivialer Normalteiler

von G.
O

Bemerkung
Die nachstgrofiere nicht-abelsche Gruppe ist die PSL (2,F7) mit Ordnung
128.

Als néchstes wollen wir die p-Sylowgruppen der S,, bestimmen. Dabei
werden erneut die Kranzprodukte eine Rolle spielen. Wir berechnen zunéchst
die Ordnung der p-Sylowgruppen.

6.13 Lemma
Sei p prim, n € N. Firm € N sei

p(m) =p™ 4+ p" 2+ 4+ p+ 1L
Wair schreiben n in der Basis p, also
n=ag+ap~+ap®+...+ap mit 0 <a; <p—1.
Die Ordnung einer p-Sylowgruppe der S,, ist p", wobei
N=a;+apu(2)+...+au(t).

Insbesondere ist p**) die Ordnung einer p-Sylowgruppe Spk -
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Bewers:
Schreiben wir n! = p# - n’ mit p t n’, so gilt

= 2]+ 5]+

denn [%] Faktoren von n! sind durch p teilbar, [z%] Faktoren von n! sind

durch p? teilbar usw.
Ist nun n = ag + a1p + ... + a;p* wie im Satz, so gilt:

- Bl -

= a+ap+ap’+.. +apT +
+ a2+a3p+a4p2+...+atpt’2

= atap+l)+ta@ +p+l)+...=
= a1+ asp(2)+azp(3)+ ... +ayu(t).

]

6.14 Satz Kaloujnine
Sei p prim. Die p-Sylowgruppe von Sy ist ein n-fach iteriertes reguldres
Kranzprodukt W, = Zp4 Lply . . 4 Ly, das heifst Wy = Z,, und Wiy = Wl Zy,.

Beweis:

Induktion iiber n, n = 1 ist klar, also etwa:
Y, = {1,...,p”_1},
3/2 = {pn_1+17"'72pn_1}’
Y, = {(p—l)p"‘l,...,p”}.

Sei Wffll eine p-Sylowgruppe von Sy, < S,». Offensichtlich ist dann das
direkte Produkt
W = Wél_)l X W,Ez_)l X ...oX Wé’i)l

eine p-Untergruppe von S,» mit Ordnung

1= [ = e
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(mit den Bezeichnungen von 6.13). Wir setzen nun:

o = (1,pn_1+1,...,(p—1)p”_1—|—1)-
.(2,p”71—|—2,...,(p—1)])”*1—1—2).....(p”71,2p"71,...,p")

und Z := (o) = Z,. Mit der Bezeichnung 7 = (1,2,...,p) ist 0 (V;) = Y.
Nun kénnen wir das semidirekte Produkt P := W X, Z mit

w:Z —AutW,o — (g — a’lga)
bilden und erhalten eine p-Untergruppe der Ordnung
|P|=p|W|=p Cpprn=l) — puln),

Laut 6.13 ist P damit eine p-Sylowgruppe von S,». Identifizieren wir jeweils
alle Zahlen Zahlen in Y; mit den entsprechenden Zahlen in Y7, so lassen sich
die Elemente ¢ € W in der Form ¢ = (g1,...,g,) mit g; € W,_; schreiben
und es gilt:
1 o
o go = (gT(1)7 R agT(p)) )

deshalb kénnen wir P auch als Kranzprodukt
P= Wn—l Zp <7—> = Wn—l U Z’p
auffassen. 0

6.15 Satz
Seip prim, n € N. Sein = ag+ap+...+ap' mit 0 < a; <p—1. Firk € N
bezeichne W, eine p-Sylowgruppe von Syn und sei P eine p-Sylowgruppe von
Sn. Dann gilt:

P =W x W32 x ... x Wi,

Beweis:
Wir teilen die Menge X = {1,...,n} auf in ay einelementige Teilmengen, a,
p-elementige, . . ., a; p'-elementige. Ist Y so eine Teilmenge, so betrachten wir

eine p-Sylowgruppe auf Sy. Diese hat nach 6.13 p*() Elemente, falls |Y| = p'.
Nun sei P das direkte Produkt der p-Sylowgruppen auf den Teilmengen.
Dann ist P < Sy &S, eine p-Untergruppe der Ordnung p”, wobei

N=aj+apu(2)+...+au(t).
Nach 6.13 ist P damit eine p-Sylowgruppe von Sy = S,,. n

Wir beenden das Kapitel mit einem Satz , der dazu dient, eine Gruppe
der Ordnung 24 als S; zu erkennen:

64



6.16 Satz
Sei G eine Gruppe mit |G| = 24. Besitzt G genau vier 3-Sylowgruppen und
qgilt Z(G) = (1), so ist G = S.

Beweis:
G operiert durch Konjugation auf der Menge Syl, G der 3-Sylowgruppen.
Das liefert einen nicht trivialen Homomorphismus

w:G— Sy

mit Ker ¢ = ﬂ?zl N¢ (P;) (siehe ?7), wobei Py, ..., Py die 3-Sylowgruppen G
bezeichnen. Nach dem Satz von Sylow 3.10 ist
|G

L

und daher |[Ng (F;)| = 6. Weil P; < Ng (P), liegt nur eine 3-Sylowgruppe in
Ng (P;). Wegen P, N P; = (1) fiir i # j folgt

INe (P) N Ne (P))| < 2.

Angenommen, a € ﬂ?:l N¢ (P;) ist ein Element der Ordnung 2. Fiir g € G
ist dann

4

g lage g (ﬂ N¢ (R-)) g9 = (g "' Ne(P)g]

=1

= DNG(PZQ) -
= DNG(Pi)'

Da !ﬂ?zl Ng (PZ)‘ = 2 nach Annahme, folgt g 'ag = a fiir alle ¢ € G und
damit a € Z(G). Dies steht im Widerspruch zu Z (G) = (1). Damit ist
Ker ¢ = (1), also G = Sy. O

Nach diesem Ausflug zu den nicht auflosbaren Gruppen widmen wir uns
im néchsten Kapitel besonders “schoonen” auflosbaren Gruppen, den soge-
nannten nilpotenten Gruppen.
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7 Nilpotente Gruppen

7.1 Definition Absteigende und aufsteigende Zentralreihe
Die absteigende Zentralreihe

G =K (G)>K;y(G)

v

wird rekursiv definiert durch
Ki(G)=G und K (G):=[K;(G),q].
Die Gruppen Z; (G) der aufsteigenden Zentralreihe
(1) <Zo(G) <7y (G) < ...
werden rekursiv definiert durch
Zo(G)=(1) und  Zi, (G)/Z:(G) =Z(G/ Z: (G)).-

Nach dem Korrespondenzsatz 1.4 ist Z;11 (G) dadurch eindeutig bestimmt
und Normalteiler von G.

Abkiirzend schreiben wir auch K; und Z;, wenn die Gruppe G klar ist.
Offensichtlich ist Ko (G) = G’ und Z; (G) = Z (G). Weitere einfache Eigen-

schaften von K; und Z; fassen wir im folgenden Satz zusammen:

7.2 Satz
Fiiri e N gilt:

1. K; (G) char G.
2. Z; (G) char G.
3. Sei N <G mit N <K, (G), dann gilt:
K;(G)/N <Z(G/N) < Ky (G)<N.
4. [2i41(G), Gl < Z; (G).

Bewezs:

1. folgt induktiv, ¢ = 1 ist klar, ¢ — ¢ 4+ 1: Sei o € Aut G, dann gilt:

K () = [K;(GQ),G]" 2



2. folgt ebenfalls induktiv mit 2.20.4. i = 0 klar und aus Z; (G) char G und
Zin1 (G) [ 2:(G) = Z(G/ Z: (G)) char G/ Z; (G)
folgt Z; 41 (G) char G mit 2.20.4.
3. Es gilt:

K;/N<Z(G/N) & VxeK;VyeG:ayN =yxN
s VeeK,VyeG: oty layN =N
& VeeK,VyeG:[z,y) N =N
& VeeK,VyeG:[z,y e N
< [Ki,G]<N
& K < N.

4. Es gilt:

Ziv1/2;=7(G|Z;) & Vz2€Zi1,VgeG:297; =927
& VzeZi,Vge G
2T 29 i = [2,9) 2 = 7
& [z,9] € Z
& [Zi1,G] < 7.

Wir kommen nun zum Hauptsatz dieses Kapitels:

7.3 Definition und Satz Nilpotente Gruppen
Eine Gruppe G heif3t nilpotent, wenn sie folgende dquivalente Bedingungen
erfiillt:

1. Die absteigende Zentralreihe von G erreicht die (1).

2. Ist U < G, soist U < Ng (U).

3. Jede maximale Untergruppe von G ist Normalteiler in G.
4. G ist das direkte Produkt ihrer Sylowgruppen.

5. Die aufsteigende Zentralreihe von G erreiht G.

6. Je zwei Elemente von G mit teilerfremden Ordnung kommutieren.
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7. Fiir alle Normalteiler N <1 G mit N # G gilt: Z (G/N) # (1).

Beweis:

1. = 2.8 G=K,;(G) >... > K, (G) = (1) die absteigende Zentralrei-
he von G und sei U < G. Dann ist K; (G) ¢ U, aber K,,, (G) < U. Also
gibt eseini € {1,...,m}, sodass K; (G) ¢ U,K;;1 (G) < U. Damit ist

K, G] < [Ki, Gl = Kiyy < U
Mit 2.14.2 folgt daraus K; < Ng (U) und somit U < Ng (U).

2. = 3. Ist U < G maximal, so liefert U < N¢ (U), dass Ng (U) = G und
damit U < G.

3. = 4. Sei P < G eine p-Sylowgruppe von G. Dann ist P < Ng (P).
Ist Ng (P) < G, so gibt es eine maximale Untergruppe U < G mit
N¢ (P) < U. Nach 3.11 gilt dann N (U) = U, Widerspruch zu 3. Also
gilt N¢ (P) = G, das heifit P < G fiir jede Sylowgruppe P von G. Mit
Satz ?? folgt die Behauptung 4.

4. = 5. Wir zeigen Z; < Z;.1, falls Z; < G. Seien Py, ..., P, die verschie-
denen Sylowgruppen von G. Nach 4. ist dann

G=P x...xP.
Laut Satz 77 gibt es dann Untergruppen U; < P;, so dass
Zi:Ul X ...XUT.

Also ist
G/Zigpl/le...XPr/Ur

das direkte Produkt von Sylowgruppen. Ist P; /U; # (1), gilt Z (P;/U;) #
(1) fir die p-Gruppe P;/U; nach Satz 2.10. Also ist

Z2(G/Z;)) =7 (P JUy) x ... x Z(P.JU,) # (1)
und daher Z;,1 > 7Z;.

5. = 1. Sei
(1)=%20<7Z,<...<Zp=G

die aufsteigende Zentralreihe von G. Nach 4. gilt [Z; 11, G] < Z;. Durch
Induktion iiber ¢ folgt damit

KiSZmH_i fiir Zzl,,m+1
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t = 1 ist klar und es gilt

v 7.2
Kij1 = [Ki, Gl = [Zing1-i, G] £ L.

Wegen Z,,—, = (1) ist also K,,, = (1).

.= 4. Sei |G| = pi* - ... p die Primfaktorzerlegung und sei P; eine
pi-Sylowgruppe von . Nach Voraussetzung gilt dann:

P <Ca(P)  firi# ]
Induktiv folgt mit Lemma ?7?: P, - ... P; ist Untergruppe von G, da
(Plpzfl)B:Pz(Plplfl)

Esgilt (P -...-P_1)NP,=(1)und P, P, -...- P,_;. Mit dem Satz
iitber das innere direkte Produkt ?7 folgt

PlngPlXXPZ
Insgesamt erhalten wir

G:<P1,...,Pr>:Pl'...'PrgplX...XPT.

. = 5. Nach 7.2 ist Z; (G) < G. In der Faktorgruppe G/ Z; gilt

Also ist in diesem Fall Z; 1 > Z;. Wegen |G| < oo folgt: Die aufsteigende
Zentralreihe erreicht G.

. = 6. Sel |G| = pi* - ... p% die Primfaktorzerlegung und sei P; eine
pi-Sylowgruppe von G. Nach 4. gilt G = P, x ... x P,. Ist g € P, und
h € Pj fiir i # j, so gilt gh = hg. Fiir beliebiges g € P gibt es eindeutig
bestimmte ¢g; € P; so, dass g = g1 -...-¢g,. Ist h = hy - ... - h, mit
h; € P; ein Element teilerfremder Ordnung, so gilt h; = 1, falls g; # 1
und umgekehrt, da ordg = [];_, ord g;. Wegen g;h; = hjg; fiir i # j
gilt dann gh = hg.

.und 5. = 7. AusG=P x...x P folgt N=U; x...xU, mit U; < P,
nach ??. Damit ist G/N = P, /U; x ... x P./U,, das heifit auch G/N
ist direktes Produkt von Sylowgruppen und daher nilpotent. Nach 5.
erreicht die aufsteigende Zentralreihe von G/N daher G/N, also ist
insbesondere

2 (G/N) = Z(G[N) # (1)
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Bemerkung
Weitere zur Nilpotenz dquivalente Aussagen werden wir in 77 beweisen.

7.4 Folgerung
1. Unter- und Faktorgruppen nilpotenter Gruppen sind nilpotent.

2. p-Gruppen sind nilpotent.
3. Sind Gy und Gy nilpotent, so auch G1 x G.
4. Sei M < Z(G) und G/M nilpotent. Dann ist G nilpotent.

Beweis:

1. SeiU < G = P, x...x P,, wobei P; Sylowgruppen von G sind. Nach 77
ist dann U = Uy x ... x U, mit U; < P;, das heif3it auch U ist das direkte
Produkt von Sylowgruppen. Die Aussage fiir Faktorgruppen wurde in
“4. und 5. = 7.7 im Beweis des letzten Satzes bewiesen.

2. Das Kriterium 7.3.4 ist fiir p-Gruppen trivialerweise erfiillt.

3. Seien G; = Py X ... x P, und Gy = ()1 X ... X @, die Zerlegungen in
direkte Produkte von Sylowgruppen. Dann ist auch G| x Gy = P; X
X PoxQqx ... x Qs nach Zusammenfassen von Faktoren zur selben
Primzahl ein direktes Produkt von Sylowgruppen.

4. Wir verwenden 7.3.7: Sei N <G, N # G. Ist M < N, so ist

(G/M) (N/M) £ G/N

als Faktorgruppe der nilpotenten Gruppe G/M nilpotent, das heifit
die aufsteigende Zentralreihe von G/N erreicht G/N. Insbesondere ist

Z(G/N) #(1).

Ist M £ N, soist MN/N <Z(G/N), da M < Z(G). Wegen M « N
ist MN > N und daher Z (G/N) # (1). Mit 7.3.7 folgt die Nilpotenz
von G.

]

7.5 Satz
Sei G nilpotent und (1) # N < G. Dann ist N NZ(G) > (1).
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Beweis:

Sei p prim mit p | |[N| und sei P eine p-Sylowgruppe von G. Dann ist PN N
nach 3.12 eine p-Sylowgruppe von N und nach dem 1. Isomorphiesatz 0.2 ist
PN N < P. Deshalb operiert P auf der p-Gruppe PN N durch Konjugation.
Sind By, ..., By die Bahnen dieser Operation, so gilt

k

|PﬂN]:Z\Bi\.

i=1

Das 1-Element bildet eine Bahn, das heifit einer der Summanden auf der
rechten Seite ist 1. Weil |P N N| und |B;| Potenzen von p sind, folgt:

Es gibt noch weitere einelementige Bahnen, etwa {z}. Dann ist aber
g lxg =z fiir alle g € P, also ist x € Z (P) und damit NNZ(P) > (1). Weil
G das direkte Produkt der Sylowgruppe ist, ist Z (P) < Z(G) und daher
NNZ(G) > (1). O

Bemerkung
Beachte: Satz 7.5 gilt insbesondere fiir p-Gruppen.

7.6 Definition und Satz Nilpotenzklasse
Ist
()=Zo<Z1<...<Zpn=G

die aufsteigende Zentrahlreihe einer nilpotenten Gruppe G, so gilt fiir die
absteigende Zentralreihe

G:K1>K2>...>Km+1:<1>7

das heiflit die beiden Reihen sind gleich lang. Die Lange m der Reihen heifit
Nilpotenzklasse von G.

Beweis:
Sei
G:K1>K2>...>Kn+1:<1>

die absteigende Zentralreihe vo G. Im Beweis von 7.3, “5. = 1.” wurde ge-
zeigt, dass K; < Z,,41_;. Das liefert n < m. Wir zeigen nun induktiv:

Kn+1,1 S Zi7 furZ:O,,n
i =0: klar ((1) < (1)). i — i+ 1: Nach 7.2.3 gilt:

K1/ Kog1mi S Z(G/ Kpga—i) -
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Nach Induktionsvoraussetzung ist K,.1_; < Z;. Wir betrachten nun den
kanonischen Epimorphismus

"Z) G/ Knti-i — G/ Zi, 9Kny1-i—97Z;.

Es ist

o surj.

o (Koot ) Knprs) 0 (Z(CKnnrs)) < 2(GC) %) = T | T,

das heifit fir g € K,,_; ist ¢ (¢ Kyy1-i) € Ziy1 / Z;. Dann ist g K115 C Ziyq,
also g € Z; 4 fiir g € K,,_;. Das liefert K,,_; < Z;,1.
Insgesamt folgt G = K, 11, < Z,, also Z,, = G und damit n > m. ]

7.7 Folgerung
Wenn G nilpotent mit Nilpotenzklase m, dann gilt:

Ki < Zpmii-i und K- < Z;.

Beweis:
Beweis von 7.6 und 7.3, “5. = 1.7 Il

In nilpotenten Gruppen gilt der folgende Zusammenhang zwischen G’ und

Z(G):

7.8 Satz J. Wiesgold, 1965
Sei p prim, G Gruppe mit |G/Z(G)| = p™. Dann ist G' eine p-Gruppe und
es qult

’Gl’ Sp%n(nfl)

Beweis:

Fiir n < 1ist G nach 2.2 abelsch und daher alles gezeigt. Sei nun n > 2 und sei
die Behauptung induktiv bereits bewiesen fiir Gruppen G mit |G/ Z (G)| =
p" und m < n. Die Idee des Beweises ist: Wir definieren ein N < G mit
N < G'NZ(G) und benutzen, dass die Behauptung fiir G/N bereits gezeigt
ist. Weil G/ Z (G) eine p-Gruppe ist, gilt

Z(G/7(G)) # (1)
nach 2.10. Also ist Zy (G) > Z (G). Sei nun x € Zy (G) / Z (G) . Wir definieren
N = (wgl] | g€ G).

Nach 7.2 ist



das heifit es gilt N < Z (G) und daher N < G.
Wir setzen nun H := G/N. Z (H) enthilt natiirlich Z (G) /N, aber auch
x € N, denn fiir y € G ist

[tN,yN] = [z,y] N =N fir alle y € G.

Wegen = € Z(G) liegt N allerdings nicht in Z (G) /N. Damit ist Z (H) >
Z (G) /N. Mit dem 2. Isomorphiesatz 0.3 erhalten wir

H/(Z(G) /N) = (G/N) [ (Z(G) /N) = G/ Z(G),

dasheit H/ (Z (G) /N) ist p-Gruppe der Ordnung p". Damit ist |H/ (Z (G) /N)| =
p™ mit m < n. Nach Induktionsvoraussetzung ist aber H’ eine p-Gruppe mit
|H'| < pz(=1("=2) Dy N < ' nach Definition von N, ist nach 2.17

H = (G/N) = G'N/N = G'/N. (1)

Wir miissen daher nun zeigen, dass N eine p-Gruppe ist und | V| abschétzen.
Wegen N’ € Z (G) gilt

[z, 9] - [x.h] = [x,9) g~ [, h] g *2° [, gh]

und 2.13.9
o, 9] "= o971

fiir alle g, h € G. Jdes Element von N ist daher ein Kommutator der Form
[z, g] mit einem g € G. Nun ist

[z,g)=[z,h] &  gTlzg=hT'zh,

das heifit |N| ist gerade die Zahl der Konjugierten von x € G. Daher gilt

G
N1 = 166 @)

nach 2.7. Der Zentralisator Cg (x) enthélt sowohl das Zentrum, als auch z,
folglich gilt Cg (z) > Z(G) und damit [G : Cg (x)] | p*~'. Demnach ist N
eine p-Gruppe mit |N| < p"~!. Mit (1) folgt daher nun: G’ ist eine p-Gruppe
mit Ordnung

(G| = |[H'| - [N| < 20002t = pannh,

Bemerkung
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1. Gruppen |G/ Z (G)| = p™ sind nach 7.4.4 nilpotent.

2. Es gibt Gruppen mit |G/ Z (G)| = p" und |G| = pz"™D fiir jedes n,
das heifit die Abschétzung kann nicht verbessert werden.

3. Die Ordnungen von G’, Z (G) und der im néchsten Kapitel behandelten
Frattini-Gruppe ® (G) héngen allgemein eng zusammen. Eine weitere
Aussage, die G’ mit Z (G) verkniipft, ist der folgende

Satz Herzog, Kaplan, Lev 2004
Sei G # (1) mit exp (G/G") > |G'|. Dann ist Z(G) # (1).

Unser néchstes Ziel ist eigentlich die Untersuchung von p-Gruppen. Vor-
her miissen wir aber noch ein Kapitel iiber die Frattini-Gruppe einschieben,
die sich bei der Untersuchung von p-Gruppen als niitzlich erweist.

8 Der Satz von Schur-Zassenhaus

Der Satz von Schur-Zassenhaus ist wohl nach dem Satz von Sylow der wich-
tigste Satz der Gruppentheorie. Wie der Satz von Hall macht er eine Aus-
sage iiber Existenz und Konjugiertheit von Untergruppen mit bestimmten
Ordnungen, ohne allerdings, wie im Satz von Hall, die Auflésbarkeit voraus-
zusetzen. Im folgenden Lemma wird der Satz zunéchst fiir einen Spezialfall
bewiesen:

8.1 Lemma
Sei N<G abelsch und ggT (|N|,|G/N|) = 1. Dann besitzt N ein Komplement

in G und alle Komplemente von G sind konjugiert.

Beweis:

Ist K ein Komplement von N in G, so gilt G = NK = KN, das heifit es
ist G = |J,ep No die disjunkte Vereinigung. K ist also eine Transversale
der Rechtsnebenklassen von N in G. Sei © die Menge aller Transversalen
von Rechtsnebenklassen von N in G. Wir konstruieren ein Komplement von
N als Stabilisator einer geeigneten Gruppenoperation auf ©/ ~ mit einer
Aquivalenzrelation ~.

Fir ST € © sei

S|T= H (st™).

(s,t)eSxT
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Wegen Ns = Nt < st™! € Nist S| T € N. Weil N abelsch ist, ist die
Reihenfolge in dem Produkt unerheblich. Fiir R, S,T € © gilt:

St = I thH)=1Is. (2)

(s,t)ESXT
Ns=Nt
(RISYSIT) = [ s J[ t)=rRIT  (3)
(r,s)ERXS (8,)ESXT
Nr=Ns Ns=Nt

Durch die Festsetzung S ~ T < S | T = 1 wird wegen (2) und (3) eine
Aquivalenzrelation auf © definiert. Im folgenden bezeichnen wir die Aquiva-
lenzklasse von T" mit T'.

Nun wollen wir eine Gruppenoperation auf ©/ ~ definieren. Da N < G,
ist jedes T' € © auch eine Transversale von Linksnebenklassen, das heiflt es
ist G = [J;ep tN eine disjunkte Vereinigung. G operiert durch Linksmultipli-

kation auf Theta vermoge

OxG—0,(T,g) g 'T.

Aus
@S) | T)= [ «(st)at=a(S[t)a"
(s,t)eSxT
Nzs=Nuzt
folgt
S|T=1= (25) ] (2T) = 1. (4)

Deshalb wird durch 7% = z—1T ,x € G eine Operation von G auf O/ ~
definiert. Wir zeigen nun, dass /N dabei transitiv operiert:
Firn € N gilt

_ N abelsch
)| T= [ (st L alNSIT) ()
(nst)enSxT
Nns=Nt

Weil |N| und |G/N]| teilerfremd sind und N abelsch ist, ist die Abbildung

a:N— N, n— nlé"
ein Automorphismus von N. Wihlen wir nun n € N so, dass nl¢/N =
(S| T)™", so gilt nach (5) folglich:
()| T = 1 (6)
S| T=1=@nS)|T=n=1. (7)
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Also ist S"" = nS =T, das heiBt N operiert transitiv auf ©/ ~. Wegen (7)
ist der Stabilisator von 7" in N trivial. Nach dem Frattiniargument I 77.77?
ist folglich der Stabilisator

K=Gs={reG: (T)|T=1}.

ein Komplement von N in G.
Ist umgekehrt X ein Komplement von N in G, so gilt X = X fiir alle
x € X und daher

@X) | X=X|X= ][] @)=L
(y,2)EX XX
Ny=Nz

denn fiir y, z € X gilt
Ny=Nz&y=z,

weil X ein Komplement. Also ist X = G5 fir T' = X. Weil N und damit G
transitiv auf ©/ ~ operieren, ergibt sich die Konjugiertheit der Komplemente
daher aus der Konjugiertheit der Stabilisatoren, also aus 5.6. Il

Mit diesem Spezialfall kénnen wir nun den allgemeinen Fall beweisen.

8.2 Satz Schur-Zassenhaus
Sei N <G mit ggT (|N|,|G/N|) = 1. Dann gilt:

1. N besitzt ein Komplement in G.

2. Ist N oder G/N auflisbar, so sind alle Komplemente von N in G kon-
Jugiert.

3. Sei U < G mit |U| | |G/N|. Sind N oder G/N aufiosbar, so ist U in
einer Untergruppe der Ordnung |G/N| von G enthalten.

Beweis:
Sei U < G. Wegen UN/N = U/U N N (1. Isomorphiesatz 0.2) ist UN N <
TODO mit ggT (JUNN|,[WUNNJ|)=1. Sei M < G. Wegen

(G/M) / (MN/M) = G/MN

ist MN/M < G/M mit ggT (|MN/M|,|G/MN|) = 1. Die Voraussetzun-
gen vererben sich also auf Unter- und Faktorgruppen. Sind N oder G/N
auflosbar, dann vererbt sich auch diese Voraussetzung auf die entsprechen-
den Unter- und Faktorgruppen.
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1. Wir machen Induktion iiber |G| und setzen voraus, dass die Behaup-
tung fiir Gruppen kleinerer Ordnung gilt. Sei p prim mit p | | N|. Sei P
eine p-Sylowgruppe von N und sei U := Ng (P). Ist U < G, so besitzt
UNN ein Komplement K in U. Nach dem Frattini-Argument I1 77.77?
erhalten wir

G=NU=N(UnNN)K = NK.

Da NNK = (NNnU)Nn K = (1), ist K sogar ein Komplement von N
in G. Sei nun U = G. Dann ist P < G. Aus Z (P) char P < G folgt

(1) # Z(P)<G.

Wir setzen nun G := G/ Z(P).

Sei nun Z (P) <V < G, so dass V := V/Z(P) ein Komplement von
N := N/Z(P) in G ist. Dann ist

VNAN=Z(P) und G=NV.

Daher ist ein Komplement von Z (P) in V zugleich Komplement von
N in G. Ist V < @G, so besitzt Z (P) nach Induktionsvoraussetzung ein
Komplement n V und wir sind fertig. Ist V = G, so ist N = Z (P) ein
abelscher Normalteiler. Diese Gruppe besitzt nach 8.1 ein Komplement.

2. Wir machen wieder Induktion iiber |G|. Seien K; und Ky Komplemente
von N in G. Sei M ein minimaler Normalteiler von G, der in N liegt
und sei G := G/M. Dann sind K, := K;M/M und K, := KoM/M
Komplemente von N = N/M in G. Nach Induktionsvoraussetzung sind
K, und K, konjugiert in G, das heiBt es gibt ein g € G, so dass

KiM = (K;M)* = K§M? = KIM.

K; und K sind somit zwei Komplemente von M in K;M. Im Falle
M # N ist KjM # G. Die Komplemente K; und K§ sind daher
nach Induktionsvoraussetzung konjugiert in K7 M, also auch in G. Sei
nun M = N. Ist N auflésbar, so ist M also auflésbarer minimaler
Normalteiler von G abelsch nach 77 (der Beweis gibt das her). Damit
folgt die Behauptung in diesem Fall aus 8.1.

Sei nun N nicht auflsbar, also G = G/N auflésbar. In G existiert
dann ein Normalteiler A <G, so dass GG/ A eine nicht trivialie p-Gruppe

ist (in einer Kompositionsreihe von G sind alle Gruppen zyklisch von
Primzahlordnung). Sei A das Urbild von A in G. Dann gilt N < A< G
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nach dem Korrespondenzsatz 1.4. Wenden wir in dieser Situation die
Dedekind-Identitat 7?7 an, so ergibt sich

(und analog fiir K3), also sind K; N A und Ky N A Komplemente von
N in A. Nach Induktionsvoraussetzung sind diese Komplemente in A
konjugiert. Nach einer geeigneten Konjugation kénnen wir daher ohne

Einschriankung
KlﬁA:KzﬂA:D

annehmen. Wegen A <G gilt K1 NA<K; und Ky N A< Ky und daher
D < (K4, Ks). Wegen

Ki/D = K\ AJA = GJA(= K,/D)

sind K1/D und K5/D Gruppen derselben Primzahlordnung p. Folglich
existieren p-Sylowgruppen P; von K7 udn P, von K>, sodass K1 = DP;
und KQ = DP2

Da ggT (|N|,|K:|) = 1 sind P, und P, auch p-Sylowgruppen von G
und somit auch von Ng (D) > (Ki, Ks). Nach dem Satz von Sylow
3.10 existiert daher ein g € Ng (D) mit Pig = Py. Es folgt

K¢ =(DP)? = DYP! = DP, = K.

. Sei K ein Komplement von N in G und sei U < G mit |U] | |K]|.
Sei |U| =: d. Es gilt G = KN und die Dedekind-Identitdt ?? mit
A:=N < UN =:C und B := K angewendet lierfert

UN=UNNKN = (UNNK)N.

Damit erhalten wir

22 |U/IN|  |[UNNK||N]

UN| = =
UN [UNN| |[UNNKNON]|
und damit
d=|U|=|UNNK],
da
IUNN| = 1=|UNNKNN|.

UK

Wenden wir (3) auf UN, N statt G, N an, so gibt es ein ¢ € UN mit
U=(UNNK)? < KY%und |KY| = |K|.
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8.3 Bemerkung

1. Die Bedinung “N oder G/N auflosbar” in Teil 2 und 3 ist iiberfliissig,
denn wegen ggT (| V]|, |G/N|) = 1ist die Ordnung von mindestens einer
der beiden Gruppen ungerade. Diese Gruppe ist nach dem Satz von
Feit-Thompson auflésbar. Es ist aber kein Beweis dieses verschérften
Satzes bekannt, der nicht den tiefliegenden Satz von Feit-Thompson
oder dhnlich tiefliegende Resultate verwendet.

2. Als direkte Anwendung des Satzes von Schur-Zassenhaus folgt, dass der
Normalisator Ng (P) einer p-Sylowgruppegruppe P von G immer ein

semidirektes Produkt Ng (P) = P x K fiir ein K < G ist. Dies wird
héaufig verwendet, so auch im Beweis des folgenden Satzes:

8.4 Satz
Sei p prim. Gilt p | |® (G)], so gilt auch p | |G/® (G)].
Beweis:
Angenommen, es gilt p 1 |® (G)|. Sei P eine p-Sylowgruppe von @ (G). Weil
® (@) nilpotent ist (?7) gilt:
P char ® (G) char G

und daher P < G. Da P SYlowgruppe ist, haben wir ggT (|P|, |G/P|) = 1.
Nach dem Satz von Schur-Zassenhaus 8.2 besitzt P folglich ein Komplement
K in G. Also ist

G=PK<®GKZK<QaG.

Widerspruch! Eine weitere Moglichkeit, Komplemente von Untergruppen zu
finden, werden wir im nédchsten Kapitel kennen lernen. Il

9 Die Verlagerung

Fiir eine beliebige Untergruppe @) < G definiert die Verlagerung V' einen
Homomorphismus V' : G — @Q/Q’. In bestimmten Féllen ist Ker V' ein (nor-
males) Komplement zu @ in G.

9.1 Lemma
Sei Q < G mit [G: Q] =n. Seien {ly,...,l,} und {hy,..., h,} Linkstrans-
versalen von @ in G. Sei g € G. Zu jedem i gibt es genau ein o (i) €

{1,...,n} und genau ein x; € Q;, so dass
ghi = la(i)xz‘-
o ist eine Permutation der Zahlen {1,...,n}.
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Beweis:
Da G = |J;_, liQ eine disjunkte Vereinigung, gibt es genau eine Linksneben-
klasse l,(; mit gh; € l,;@Q. Auch das z; € Q mit gh; = l,;x; ist eindeutig
bestimmt.

Nun gelte o (i) = o (k) = j. Dann ist gh; = l;z; und ghy = l;x. Daraus
folgt:

V"o hi'hy=a'2,€Q

& hiQ = hQ
& =k

ghz‘xi_l = ghyx;,

Also ist ¢ injektiv und damit bijektiv. n

9.2 Definition Verlagerung

Sei @) < G eine Untergruppe mit [G : Q] = n, Q" die Kommutatorgruppe von
Q. Sei {Py,...,P,} eine Linkstransversale von @) in G. Die Verlagerung ist
die Abbildung

ViG-Q/Q, Vig=]]=@,
=1

wobei gl; = [;x;. Oft schreibt man kurz V;_ ¢ fiir die Verlagerung.

Bemerkung
Die iiber Rechtstransversalen definierte Verlagerung ist mit V' identisch.

9.3 Satz

Sei Q < G mit [G: Q] = n. Dann ist die Verlagerung V : G — Q/Q’ ein
Homomorphismus und die Definition von V' ist unabhdngig von der Wahl der
Linkstransversale von @ in G.

Beweis:
Seien {ly,...,l,} und {hy,..., h,} Linkstransversalen von @) in G. Sei g € G.
Nach 9.1 gibt es 0,7, € S,, und x;,¥;, 2; € @, so dass

gl = la(z‘)Ii,

ghi = hr@)yi,

hi = la(z)zz
Damit ist

ghi = glagi)zi = lo(a(i)Ta(i) Zi-

Definieren wir j durch o (j) = o (c ()), so haben wir hj = l(a(;))2; und damit
gh; = hjzj_lxa(i)zi. Die Eindeutigkeitsaussage in 9.1 und die Definition von
j liefern uns j = 7 (¢) und

Yi = 25 T2 = Z(a-1oa)(i) Tal) %i-
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In der abelschen Gruppe /@’ kénnen wir Faktoren vertauschen, also ist

H%Q/ = H«T(ialflga)(i)xa(i)ziQ/ = Hxa(i)Q/ = Hmi@l’
=1 =1 =1 =1

denn wegen o loa € S, taucht das Inverse von allen z; auf und annulliert

z;. Also ist V unabhéingig von der Wahl der Transversalen.

Sei nun ¢, ¢’ € G und sei {ly,...,l,} eine Linkstransversale von @ in G.
Dann gibt es 0,7 € S, und z;,y; € Q, so dass gl; = lo;) und ¢'l; = L-(;yy;. Es
folgt

99'li = gleiyYi = lo(r(0)T+() Yi-
Deshalb ist

HxT yl <H Yi ) (HﬂCT(z‘)Q/) = V(g)V(g’).

Also ist V' ein Homomorphismus. n

Das folgende Lemma sagt aus, dass V' (g) das Produkt von konjugierten
von Potenzen von G ist:

9.4 Lemma

Sei Q@ < G mit [G: Q] =n und sei {ly,...,l,} eine Linkstransversale von
Q in G. Fir jedes g € G existieren Elemente hq,..., h,, € G und Zahlen
ni,...,nm € N (alle von g abhingig), so dass gilt:

1. hi€{ly,..., 1}

2. hi'tg7'hi € Q.

3. " n=n=1[G:Q).

4 V(g) =ILL (b g™ hi) Q"

Beweis:
Nach 9.1 gibt es 0 € S, und x; € @, so dass gl; = ly)r;. Wir zerlegen o
in ein Produkt o = a7 - ... - o, disjunkter Zykel, wobei wir Fixpunkte nicht

weglassen. Ist a = (j1,...,J,), so gilt:

9l = loyTis = iy 9lis = Ui gy, - gl = 1y,
() enthélt das Element
Tj, v ... (l 1glh) . (l 1glm) (l 1glh) = lj_llg’"ljl.
Wir setzen nun h; := ljl und n; := r und erhalten die Behauptung. O
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9.5 Satz
Sei Q<G mit|[G:Ql=nundV :G— Q/Q die Verlagerung. Dann gilt:

1. FirgeZ(G) ist V(g) = ¢"Q'.
2. Ist Q < 7Z(Q), soist V (g) = g" fir alle g € G.

Bewers:
1. Nach 9.4 gibt es h; € G, n; € N; so dass
Vo) =[] o @
i=1
Fiir g € Z (G) ist aber h; 'g"h; = g™ und daher
Vig) = ﬁg”’Q’ =g" Q .

i=1 Y
B =(1)

2. Ist Q < Z(G), soist Q < G. Falls h™g"h € Q fiir h, g € G, gilt auch
g =h(h'gR) R €Q.

Nach 9.4 gibt es fiir ¢ € G Elemente h; € G und Zahlen n; € N mit
o ni =n, so dass
i=1 \?6-/ i=1

denn wegen h; 'g"h; € Q < Z(G) ist auch g™ € Z (G) und daher

hylg"h =g

]

9.6 Folgerung
Besitzt eine Gruppe G eine Untergruppe Q < Z(G) mit |G : Q] = n, so ist
die Abbildung

p:G—Q, grg"

etn Homomorphismus.
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Beweis:

Wegen Q) < Z(G) ist @ abelsch und daher Q" = (1), das heifit wir konnen
die Verlagerung als Homomorphismus V' : G — @ auffassen. Gemafl 9.5 ist
V (g) = ¢" und V ist nach 9.3 ein Homomorphismus. O

9.7 Satz
Sei H < G und sei ggT (|G : H],[H,H']) = 1. Dann gilt:

HNG' NZ(G)< H'

Beweis:

Wir betrachten die Verlagerung V : G — H/H'. Sei g € HNG' NZ(G). Da
g €Z(@Q),giltV (g9) = g/ H' Weil V ein Homomorphismus in die abelsche
Gruppe H/H' ist, gilt

Vig)=1-H Vged&

nach 2.13.3. Fiir g € G’ N Z(G) ist daher V (g) = g/¢HIH' =1 H'.
Wegen g € H und

geT (G- H],[H: H) =1
gilt auch
ggT (ordgH'| |G : H]) = 1.
Daraus folgt g € H'. [

9.8 Folgerung

Sei P eine p-Sylowgruppe von G. Dann gqilt PN GNZ(G) < P'. Ist P
abelsch, so ist insbesondere PNG'NZ (G) = (1). Sind alle Sylowgruppen von
G abelsch, so ist G' NZ(G) = (1).

Bewets:
Fiir die p-Sylowgruppe P ist die in 9.7 notige Bedingung

ggT([G: P],[P:P]) =1

automatisch erfiillt. Sind alle Sylowgruppen von G abelsch, so sei g € G' N
Z (G) mit ordg = p prim. Dann gibt es eine p-Sylowgruppe P von G mit
g€ P. Aus PNG'NZ(G) = (1) folgt aber g = 1. = Widerspruch! O

9.9 Lemma
Sei p prim und P eine p-Sylowgruppe von G. Sind g, h € Cg (P) konjugiert
in G, so sind sie konjugiert in Ng (P).
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Beweis:
Sei h = 2 gx fiir x € G. Dann ist

hex ' Cq(P)x 2 Cq (z7'Pz).

Damit sind P und 2~ Pz p-Sylowgruppen von Cg (H). Nach dem Satz von
Sylow 3.10 sind die beiden Gruppen daher in Cg (H) konjugiert, das heifit
es gibt ein ¢ € Cg (H), so dass

P=c 27 ' Pxe.

Das Element zc ist folglich in Ng (P) enthalten und es gilt

1

c e tgrg = ¢ the = h.

]

9.10 Satz Satz vom normalen Komplement, Burnside (1900)

Sei P < G eine abelsche Sylowgruppe mit P < Z (N¢ (P)), das heifst P
sei 1m Zentrum ihres Normalisators enthalten. Dann hat P ein normales
Komplement K in G.

Beweis:

P ist abelsch, das heifit es gilt P’ = (1) und wir kénnen die Verlagerung als
Homomorphismus V' : G — P auffassen. Wir berechnen V (g) fiir g € P.
Nach 9.4 gibt es Elemente h; € G und Zahlen n; € N, so dass

Vig) = Z hitghi.
i=1

Dabei gilt g™ € P (weil g € P) und h; *g"h; € P nach 9.4. Weil P abelsch
ist, ist P < Cg (P) und daher g™, h; 'g"ih; € Cg (P). Gemif Lemma 9.9 sind
die Elemente g™ und h; 'g"h; € Ng (P) konjugiert, das heifit 3c; € Ng (P),
sodass
hitg"ih; = c; g

Aus g" € P < Z(Ng (P)) folgt nun aber sogar c¢; 'g"c; = g™. Damit ist
V (g) = g™ fur alle g € P, wobei n := [G : P]. Sei |P| =: q. Weil n und ¢
teilerfremd sind, gibt es ganze Zahlen «, § mit an + (g = 1. Daher ist

g = gngPt = (g°)",
das heifit V' : G — P ist surjektiv. Sei nun K := Ker V. Nach dem Homo-

morphiesatz gilt G/K = P und wegen |K| = n und ggT (|K|,|P|) = 1 ist
dann G = KP und K NP = (1). O
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9.11 Definition p-nilpotent
Wenn eine p-Sylowgruppe von G ein normales Komplement besitzt, heifit G
p-nilpotent. Damit lautet der Satz von Burnside:

Ist P < @ eine abelsche p-Sylowgruppe mit P < Z(Ng (P)), so ist G
p-nilpotent.

9.12 Satz
Sei p der kleinste Primteiler von |G|. Sind die p-Sylowgruppen von G zyklisch,
so ist G p-nilpotent.

Beweis:
Sei P eine p-Sylowgruppe von G. Nach Satz 2.4 ist Ng (P) / Cg (P) isomorph
zu einer Untergruppe von Aut P. Insbesondere gilt

INg (P)/Cq (P)] | [Aut P|.

Ist |P| = p™, so ist |Aut P| = p™~! (p — 1) nach Folgerung 4.6. Da P zyklisch
ist, gilt P < Cg (P) und daher

ptNg(P)/Cq(P)].

Also ist
NG (P)/Ca (P)| | (p—1).

Gleichzeitig gilt aber
INe (P)/Ca (P)| ]G]

und p ist der kleinste Primteiler von |G|. Also folgt
INe (P)/ Ce (P)| =1,
das heifit N (P) = Cg (P) und daher
P <7Z(Ng(P)).
Also folgt die Behauptung mit 9.10. O

9.13 Folgerung
Sei G eine Gruppe mit einer zyklischen 2-Sylowgruppe P. Dann ist

G=0(G)xP
ein semidirektes Produki.

9.14 Folgerung
Fine nicht abelsche einfache Gruppe kann keine zyklischen 2-Sylowgruppen
enthalten.
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9.15 Bemerkung
Der Satz von Brauer-Suzuki macht eine dhnliche Aussage, wenn die 2-Sylowgruppen
verallgemeinerte Quaternionengruppen sind. Genauer gilt:

Sei G' eine Gruppe, deren 2-Sylowgruppen verallgemeinerte Quaternio-
nengruppen sind. Ist Oy (G) = (1), so ist |Z(G)| = 2. Insbesondere ist G
nicht einfach.

Die einfachen Gruppen, die Diedergruppen als 2-Sylowgruppen haben,
wurden in einer Serie ldngerer Arbeiten von Gorenstein und Walter klassifi-
ziert,.

9.16 Folgerung
Sei G eine nicht abelsche einfache Gruppe und p der kleinste Primteiler von
|G|. Dann gilt entweder p* | |G| oder 12 | |G|.

Beweis:

Sei P eine p-Sylowgruppe von G und sei N := N (P) und C' := C¢ (P). Nach
9.12 ist P nicht zyklisch. Also ist |P| > p? und falls p? 1 |G| gilt P = Z, X Z,,.
Laut 2.4 ist N/C isomorph zu einer Untergruppe von Aut P und es gilt

[Aut P| = [G1(2,F,)| = (0" = 1) (0" —p) =p(p— 1)’ (p+1).

Aus |N/C| | |Aut P| und |N/C| | |G| folgt |N/C| teilt (p+ 1), da p der
kleinste Primteiler von |G| ist und P < C gilt. Da |[N/C| > 1 nach 9.10
(sonst hétte P ein normales Komplement), muss |[N/C| = p + 1 gelten und

diese Zahl muss prim sein. Also folgt in diesem Fall p = 2 und |AutP| = 6,
das heifit |[N/C| = 3. Damit gilt in diesem Fall 12 | |G]. O

9.17 Satz (Holder, 1985)
Ist jede Sylowgruppe einer endlichen Gruppe G zyklisch, so ist G aufldsbar.

Beweis:

Induktion iiber |G|. Sei p der kleinste Primteiler von |G| und sei P eine p-
Sylowgruppe von G. Nach Satz 9.12 besitzt P ein normales Komplement
K. K besitzt als Untergruppe von G lauter zyklische Sylowgruppen, ist also
wegen | K| < |G| nach Induktionsvoraussetzung auflésbar. G/K = P ist als
zyklische Gruppe ebenfalls auflosbar. Mit Satz ?? folgt daraus die Auflésbar-
keit von G. O

9.18 Folgerung (Holder)
Gruppen quadratfreier Ordnung sind auflosbar.

Beweis:
Die Sylowgruppen von Gruppen quadratfreier Ordnung sind zyklisch. Die
Behauptung folgt mit 9.17 O
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Ausblicke

In der Vorlesung habe ich versucht, einen Uberblick iiber die wichtigsten
Sétze der elementaren Gruppentheorie zu geben, soweit das in diesem Rah-
men moglich war. Man hétte die Schwerpunkte auch anders setzen kénnen.
Ein wichtiges Kapitel, das leider nicht behandelt werden konnte, ist Matri-
zengruppen, in dem neben einfachen Eigenschaften von Gl (n,F,),Sl(n,F,)
auch behandelt wird, dass die Gruppen

PSL (n,IFy) := Sl(n,F,) / Z (S1(n,TF,))

fir (n,q) # (2,2),(2,3) und n > 1 einfach sind.
Fiir einen tieferen Einblick in die Gruppentheorie muss man sich mit der
sogenannten Darstellungstheorie beschéftigen. Diese untersucht systematisch

Homomorphismen
D:G— Gl(n,K)

(Darstellungen) fir verschiedene Korper K (manchmal auch fiir Ringe). Die
Untersuchung der Darstellungen ist dquivalent zur Untersuchung der Unter-
moduln des sogenannten Gruppenrings

KG = {ZaggmgeK}

geG

(mit der natiirlichen Multiplikation). Schnell stellt sich heraus, dass sich die
Darstellungstheorie sehr stark unterscheidet, je nachdem ob char K | |G| oder
nicht. In der gewohnlichen Darstellungstheorie (char K 1 |G| bzw. char K =
0) geniigt normalerweise die Untersuchung der Charaktere

xp:G — K, XD(Q) = SPUYD(Q)-

Mit der Charaktertheorie lisst sich zum Beispiel der p?¢®-Satz von Burnside
beweisen.

In der modularen Darstellungstheorie (char K | |G|) muss man - wie
der Name schon sagt - in der Regel tatsédchlich die Untermoduln von KG
betrachten. Dafiir sind dann auch weitergehende Kenntnisse der Ringtheorie
notig. Der Satz von Brauer-Suzuki (sieche 9.15) wird beispielsweise mit Hilfe
der modularen Darstellungstheorie bewiesen.
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