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0 Einführung

Folgendes wird als bekannt vorausgesetzt:

• Definitionen: Gruppe, Untergruppe, Normalteiler, Faktorgruppe, Ord-
nung

• Untergruppenkriterien

• Homomorphiesatz und Isomorphiesätze:

0.1 Satz Homomorphiesatz
G,H Gruppen, ϕ : G→ H Homomorphismus. Dann gilt:

G/KerH ∼= Imϕ.

0.2 Satz 1. Isomorphiesatz
Sei H ≤ G,N CG. Dann gilt:

1. HN ≤ G.

2. N CHN .

3. H ∩N CH.
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4. Der kanonische Homomorphismus

H/H ∩N → HN/N, h (H ∩N) 7→ hN

ist ein Isomorphismus.

0.3 Satz 2. Isomorphiesatz
Seien M,N CG,M ≤ N . Dann gilt:

1. N/M CG/M .

2. Der kanonische Homomorphismus

(G/M) / (N/M) → G/N, (gM) (N/M) 7→ gN

ist ein Isomorphismus.

• Der Satz von Lagrange:

0.4 Satz Satz von Lagrange
Die Ordnung der Untergruppe teilt stets die Ordnung der Gruppe.

• Definition von zyklischen Gruppen, die Gruppen Zn.

• Hauptsatz über endliche abelsche Gruppen:

0.5 Satz Hauptsatz über endliche abelsche Gruppen
Jede endliche abelsche Gruppe ist direktes Produkt von Gruppen von
Primzahlpotenzordnung, das heißt es gibt (nicht notwendig verschiede-
ne) Primzahlen p1, . . . , pk, so dass

G ∼= Zp
a1
1
× . . .Zp

ak
k
.

• Eigenschaften zyklischer Gruppen, zum Beispiel:

Znm
∼= Zn × Zm ⇔ ggT (n,m) = 1.

• Definition des direkten Produkts von Gruppen.

• Definition der symmetrischen Gruppe Sn, alternierenden Gruppe An.

sign : Sn → {1,−1} .

• Rechnen mit Zykeln in Sn, Zerlegung in elementfremde Zykeln.
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1 Grundlagen

Im ersten Kapitel werden wir verschiedene Sätze besprechen, die evtl. auch
schon bekannt sind.

Generalvoraussetzung: G sei eine endliche Gruppe.

1.1 Lemma
Seien A,B ⊂ G (nicht notwendig Untergruppen) mit A−1 = A, B−1 = B.
Dann gilt:

1.

|AB| = |A| · |B|
|A ∩B|

,

wobei AB die Menge aller Produkte der Form a ·b mit a ∈ A und b ∈ B
ist.

2. Seien jetzt A,B ≤ G Untergruppen von G. Dann gilt: AB ist Unter-
gruppe von G genau dann, wenn AB = BA.

Beweis:

1. Seien a1, a2 aus A, b1, b2 aus B. Dann gilt:

a1b1 = a2b2 ⇔ a−1
2 a1 = b2b

−1
1 =: d ∈ A ∩B

⇔ ∃d in A ∩B mit a1 = a2d, b = d−1b2.

Zu einem festen Produkt a2b2 gibt es genau |A ∩ B| Möglichkeiten,
Elemente a1 in A, b1 in B zu wählen derart, dass a2b2 = a1b1. Damit
ist |AB| = |A|·|B|

|A∩B| .

2. Sei zunächst AB Untergruppe von G. Dann ist AB = (AB)−1 =

B−1A−1 A,B≤G
= BA.

Ist umgekehrt AB = BA, so folgt (AB)(AB) = A(BA)B
V or.
= A(AB)B

= (AA)(BB) = AB. Nach dem Untergruppenkriterium für endliche
Gruppen (setze REF!) ist damit AB Untergruppe von G.

1.2 Definition und Satz

1. Die Menge Aut(G) aller Automorphismen α : G → G bildet mit der
Verknüfpung über Komposition eine Gruppe, die sog. Automorphis-
mengruppe von G.

2. Für jedes g in G ist die Abbildung ϕg : G → G, x 7→ g−1xg, die
sog. Konjugation mit g, ein Automorphismus von G. Automorphismen
von diesem Typ heißen innere Automorphismen, andere heißen äußere
Automorphismen.
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3. Die Menge Inn(G) der inneren Automorphismen bildet eine Untergrup-
pe von Aut(G). Es gilt: Inn(G) C Aut(G).

4. Eine Untergruppe U von G heißt charakteristisch (schreibe U charG),
wenn U invariant ist unter Automorphismen von G, d.h. wenn α(U) =
U für alle α aus Aut(G).

Bemerkung
Es gilt U C G ⇐⇒ g−1Ug = U für alle g ∈ G ⇐⇒ α(U) = U für alle
α ∈ Inn(G). Daher gilt U charG =⇒ U CG.

Beweis von 1.2:

1. trivial

2. g−1xg = 1 ⇔ x = gg−1. Also ist ϕx injektiv und, da |G| < ∞, auch
surjektiv. Weite ist ϕg(xy) = g−1xyg = g−1xgg−1yg = ϕg(x)ϕg(y).
Also ist ϕg ein Homomorphismus.

3. Seien h1, h2 ∈ G. Wir zeigen
ϕh2 ◦ ϕh1 =
ϕh1h2 ∈ Inn(G):
ϕh2 ◦ ϕh1(x) = ϕh2(h

−1
1 xh1) = h−1

2 h−1
1 xh1h2 = (h1h2)

−1x(h1h2) =
ϕh1h2(x) Also ist ϕh2 ◦ ϕh1 = ϕh1h2 ∈ Inn(G) und damit Inn(G) ≤
Aut(G).
Sei nun ψ ∈ Aut(G), g ∈ G. Dann gilt: (ψ−1ϕgψ)(x) = ψ−1(g−1ψ(x)g) =
ψ−1(g)−1xψ−1(g) = ϕψ−1(g)(x). Also ist ψ−1ϕgψ = ϕψ−1(g) ∈ Inn(G)
und damit Inn(G) C Aut(G).

1.3 Bemerkung
Die Formel ϕh2 ◦ ϕh1 = ϕh1h2 im letzten Beweis ist nicht nur unschön, son-
dern verursacht häufig technische Schwierigkeiten: Die Komposition von Ab-
bildungen ist für die Gruppentheorie “verkehrt herum”. Z.B. sollte bei ei-
nem Homomorphismus ϕ : G → Aut(H) mit ϕ(g) = α, ϕ(h) = β auch
ϕ(gh) = αβ gelten.
Als Abhilfe vereinbart man folgende Konvention: Abbildungen, Homomor-
phismen werden rechts von Elementen als Exponent geschrieben, also gα

statt α(g) und entsprechend gαβ statt β(α(g)).
In der symmetrischen Gruppe lesen wir Zykel von links nach rechts und mul-
tiplizieren sie auch von links, also (1 2)(1 3) = (1 2 3).

1.4 Satz Korrespondenzsatz
Sei N Normalteiler in G. Der natürliche Epimorphismus v : G → G/N
induziert eine Bijektion

ṽ : {U |N ≤ U ≤ G} → {V |V ≤ G/N}, U 7−→ v(U)
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zwischen der Menge der Zwischengruppen von N und G und der Menge der
Untergruppen von G/N . Dabei entsprechen Normalteiler einander, es gilt also
N ≤ U CG genau dann, wenn v(U) CG/N .

Beweis:
Ist U CG, so ist v(U) ≤ G/N wieder Untergruppe, denn Homomorphismen
bilden Untergruppen wieder auf Untergruppen ab. Also ist ṽ wohldefiniert.
Die Umkehrabbildung ist ṽ−1 : V → v−1(V ). Weil v surjektiv ist, gilt
v(v−1(V )) = V . Ist N ≤ U , so gilt v−1(v(U)︸︷︷︸

UN/N

) = UN = U . Damit ist ṽ

bijektiv.
Sei jetzt N ≤ U C G. Dann ist x−1Ux = U für alle x ∈ G. Hierauf v an-
gewandt liefert v(U) = v(x−1Ux) = v(x)−1v(U)v(x). Durchläuft x ganz G,
so durchläuft v(x) ganz G/N , also folgt v(U) C G/N . Sei V C G/N und
U ≤ G mit N ≤ U eine Untergruppe mit v(U) = V . Wir zeigen, dass U und
x−1Ux für jedes x ∈ G durch ṽ auf V abgebildet werden: es gilt ṽ(x−1Ux) =

v(x−1Ux) = v(x)−1v(U)v(x) = v(x)−1V v(x)
VCG/N

= V = v(U) = ṽ(U). Nach
dem ersten Teil folgt x−1Ux = U ‘. Da dies für alle x ∈ G gilt, ist U CG.

1.5 Definition

1. G heißt einfach, wenn G außer 〈1〉 und G keine Normalteiler besitzt.

2. Ein Normalteiler N C G heißt maximal, wenn es keinen Normalteiler
MCG gibt mit N < M < G. Nach dem Korrespondenzsatz 1.4 ist dies
genau dann der Fall, wenn G/N einfach ist.

3. Ein Normalteiler N C G heißt minimal, wenn es keinen Normalteiler
M CG gibt mit 〈1〉 < M < N .

Beachte: N muss hier nicht einfach sein, da M CN CG
i.A.; M CG.

1.6 Satz Cayley
Jede Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu einer Untergruppe der Sn.

Beweis:
Sei |G| = n und für jedes g ∈ G sei rg : G→ G, x 7→ xg die Rechtstranslation
um g.
Die Abbildung r : G → SG, g 7→ rg ist ein injektiver Gruppenhomomorphis-
mus:

xr(gh) = x · (gh) = (xg)h = xgr(h) = (xrg)rh = xr(g)r(h)

liefert r(gh) = r(g)r(h). Weil

Ker(r) = {g|x · g = x∀x ∈ G} = 〈1〉
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ist r injektiv.
Mit dem Homomorphiesatz folgt

G ∼= G/Ker(r) ∼= Inn(r) ≤ SG ∼= Sn .

1.7 Satz
Sei G eine Gruppe mit |G| = 2n, n ungerade. Dann besitzt G einen Normal-
teiler der Ordnung n.

Beweis:
Wir zeigen zunächst, dass G ein Element g der Ordnung 2 enthält. Sei A :=
{g ∈ G|g = g−1} und B := {g ∈ G|g 6= g−1}. Dann ist G = A q B.|B| ist
gerade, da mit g ∈ B auch g−1 ∈ B, g−1 6= g. Also ist auch |A| = 2n − |B|
gerade. Da 1 ∈ A folgt |A| ≥ 2, d.h. es gibt g 6= 1 mit g = g−1, also g2 = 1.
Sei r : G → SG die Einbettung von G wie im Beweis von 1.6. Dann ist
r(G) =: h ein Element der Ordnung 2. Wegen ord(h) = 2 kommen in der
Zerlegung von h in disjunkte Zykel nur Zykel der Länge 2 vor. Nach 1.6 gilt
h(x) = x · g für alle x in G. Da g 6= 1, ist x · g 6= x für alle x in G, d.h.
die Permutation h hat keine Fixpunkte. Also ist h das Produkt von n Zykeln
der Länge 2. Damit ist sign(h) = (−1)n = −1. Also ist sign ◦r : G→ (−1, 1)
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus und Ker(sign ◦r) C G. Nach dem

Homomorphiesatz gilt |Ker(sign ◦r)| = |G|
2

= n.

Bemerkung
Ist G eine einfache Gruppe mit 2 | |G|, so gilt 4 | |G| (für |G| > 2).

1.8 Satz Konstruktion
Sei U ≤ G eine Untergruppe von Index [G : U ] = k und {Ug1 , . . . , Ugk} =
{N1, . . . , Nk} die Menge der rechten Nebenklassen von U . Dann wird durch

ϕ : G→ Sn, g 7−→
(

1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)
mit N1g = Ni1 , . . . , Nkg = Nik ein Gruppenhomomorphismus definiert.
Es gilt Ker(ϕ) =

⋂
g∈G g

−1Ug ≤ U . Für k ≥ 2 ist ϕ nicht trivial.

Beweis:
ϕ ist wohldefiniert:

Nig = Njg ⇐⇒ Ugig = Ugjg ⇐⇒ gig ∈ Ugjg
⇐⇒ ∃u ∈ U : gig = ugjg ⇐⇒ ∃u ∈ U : gi = ugj

⇐⇒ gi ∈ Ugj ⇐⇒ Ugi = Ugj

⇐⇒ Ni = Nj.
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Das bedeutet, ϕ(g) ist tatsächlich Permutation. ϕ ist ein Homomorphismus:
Sei ϕ(gh) = π. Sei Nig = NjundNjh = Nm. Dann ist Nigh = Nm. Also
ist π eine Permutation mit iπ = m. Gleichzeitig ist ϕ(g) = σ mit iσ = j
und ϕ(h) = τ mit jτ = m. Daher ist iστ = jτ = m = iπ, also π = στ
und damit ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h). Es gilt: Ker(ϕ) = {g ∈ G|Ugig = Ugi, i =
1, . . . , n} = {g ∈ G|gigg−1

i ∈ U, i = 1, . . . , n} = {g ∈ G|g ∈ g−1
i Ugi, i =

1, . . . , n} =
⋂
g∈G g

−1Ug. Sei k ≥ 2. Sei Ug1 6= Ug2. Setze g := g−1
1 g2, dann

ist Ug1g = Ug1g
−1
1 = Ug2 6= Ug1. Also ist ϕ(g) 6= 1 ∈ SN .

Bemerkung

1. Setzen wir U = 〈1〉, so erhalten wir wieder den Satz von Cayley mit
genau dem dortigen Beweis.

2. Die Rechtsmultiplikation auf den Rechtsnebenklassen ist eine sogenann-
te Gruppenoperation. Zu jeder Gruppenoperation gehört ein Homomor-
phismus in eine geeignete symmetrische Gruppe - in diesem Fall genau
der oben konstruierte.

1.9 Definition inneres und äußeres Produkt

1. Seien G1, G2 Gruppen. Das kartesische Produkt G1 ×G2 wird mit der
komponentenweisen Verknüpfung zu einer Gruppe, dem sogenannten
äußeren direkten Produkt von G1 und G2.

2. Seien N1, . . . , Nk Normalteiler von G mit:

(a) G = N1N2 · · ·Nk

(b) Ni ∩N1 · · ·Ni−1Ni+1 · · ·Nk = 〈1〉 für i = 1, . . . , k.

Dann heißt G inneres direktes Produkt von N1, . . . , Nk.

1.10 Satz
Sei G = N1 ·. . .·Nk ein inneres direktes Produkt der Normalteiler N1, . . . , Nk.
Dann gilt:

1. Für i 6= j kommutieren Elemente von Ni und Nj, d.h. für a ∈ Ni, b ∈
Nj gilt ab = ba.

2. Jedes a ∈ G besitzt eine (bis auf Reihenfolge) eindeutige Darstellung
a = a1 · a2 · . . . · ak mit ai ∈ Ni.

Beweis:
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1. Ni, Nj CG, daher gilt a−1b−1a︸ ︷︷ ︸
∈Ni

b︸︷︷︸
∈Nj

= a−1︸︷︷︸
∈Ni

b−1ab︸ ︷︷ ︸
∈Ni

∈ Ni∩Nj ≤ Ni∩ (N1 ·

. . . ·Ni−1Ni+1 · . . . ·Nk) = 〈1〉. Also folgt a−1b−1ab = 1 ⇐⇒ ab = ba.

2. Wegen G = N1 · . . . · Nk gibt es eine Darstellung a = a1 · . . . · ak mit
ai ∈ Ni.
Zur Eindeutigkeit: Sei zunächst a = 1 = a1 · . . . · ak. Nach 1 gilt:
Ni 3 a−1

i = a1a2 . . . ai−1ai+1 . . . ak ∈ N1 . . . Ni−1Ni+1 . . . Nk. Damit ist
a−1
i ∈ Ni ∩ (N1 . . . Ni−1Ni+1 . . . Nk) = 〈1〉, also ist ai = 1.

Sei nun a = a1 . . . ak = b1 . . . bk mit ai, bi ∈ Ni. Dann gilt nach 1:
1 = (a−1

1 b1)(a
−1
2 b2) · . . . · (a−1

k bk). Wie oben gezeigt gilt dann a−1
i bi =

1 ⇐⇒ ai = bi für i = 1, . . . , k.

1.11 Satz
Sei G = N1 ·. . .·Nk das innere direkte Produkt der Normalteiler N1, ldots,Nk.
Dann ist G isomorph zum äußeren direkten Produkt G ∼= N1 × . . .×Nk.

Beweis:
Nach 1.10 besitzt jedes g ∈ G eine eindeutige Darstellung g = a1 · . . . · ak mit
ai ∈ Ni. Wir definieren

ϕ : G→ N1 × . . .×Nk, g 7−→ (a1, . . . , ak).

Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung ist ϕ wohldefiniert und bijektiv.
Sei h = b1 · . . . · bk mit bi ∈ Ni. Dann ist gh = (a1 · . . . · ak)(b1 · . . . ·
bk)

1.10.1
= a1b1a2b2 . . . akbk und ϕ(gh) = (a1b1, a2b2, . . . , akbk) = (a1, . . . , ak) ·

(b1, . . . bk) = ϕ(g)ϕ(h). Damit ist ϕ ein Homomorphismus.

1.12 Bemerkung
Das äußere Produkt G1 × . . . × Gk ist das innere Produkt der Normalteiler
〈1〉 × . . .× 〈1〉 ×Gi × 〈1〉 × . . .× 〈1〉. Wegen 1.11 unterscheiden wir im Fol-
genden nicht mehr zwischen äußerem und innerem direkten Produkt, denn
isomorphe Gruppen sind vom Standpunkt der Gruppentheorie nicht unter-
scheidbar. Der Unterschied zwischen beiden besteht in der Sichtweise. Beim
äußeren direkten Produkt haben wir mehrere “kleine” Gruppen gegeben und
setzen daraus eine “große” Gruppe zusammen. Beim inneren direkten Pro-
dukt stehen wir vor dem umgekehrten Problem. Eine große Gruppe ist ge-
geben und wir suchen ihre “Bestandteile”, d.h. ihre direkten Faktoren. Das
gleiche Problem werden wir beim semidirekten Produkt haben.

1.13 Definition
Sei U ≤ G1 × G2 und seien πi : G1 × G2 → Gi die Projektionen. U heißt
diagonal, wenn U $ π1(U)× π2(U).
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Beispiel
In Z2 × Z2 ist U := {(0, 0), (1, 1)} diagonal, denn U < π1(U) × π2(U) =
Z2 × Z2.

1.14 Satz
Seien G1, . . . , Gr C G und |G1|, . . . , |Gr| paarweise teilerfremd. Gilt dann
|G| = |G1| · . . . · |Gr|, so ist G = G1 × . . . × Gr und jede Untergruppe U
von G hat die Form U = U1 × . . . × Ur mit Ui ≤ Gi, d.h. es gibt keine
diagonalen Untergruppen in G.

Beweis:
Wir zeigen durch Induktion über i: G1 · . . . · Gi ist Untergruppe von G und
es gilt |G1 · . . . ·Gi| = |G1| · . . . · |Gi| und G1 · . . . ·Gi

∼= G1 × . . .×Gi.
Nach Induktionsvoraussetzung (IV) ist G1 · . . . · Gi−1 ≤ G. Wegen Gi C G
folgt aus dem 1. Isomorphiesatz, dass auch G1 · . . . ·Gi−1 ·Gi ≤ G. Weiter gilt
|G1 · . . . · Gi−1 = |G1| · . . . · |Gi−1| nach Induktionsvoraussetzung, und diese
Zahl ist teilerfremd zu |Gi|. Mit 1.1 folgt

|G1 · . . . ·Gi| =
|G1 · . . . ·Gi−1| · |Gi|
|(G1 · . . . ·Gi−1) ∩Gi|

= |G1 · . . . ·Gi−1| · |Gi| = |G1| · . . . · |Gi|,

da nach dem Satz von Lagrange gilt (G1 · . . . · Gi−1) ∩ Gi = 〈1〉. Nach dem

Satz 1.11 folgt G1 · . . . ·Gi
∼= (G1 · . . . ·Gi−1)×Gi

IV∼= G1 × . . .×Gi−1 ×Gi.
Sei nun U ≤ G und u ∈ U . Nach 1.10 gibt es eindeutig bestimmte ui ∈ Gi

derart, dass u = u1·. . .·ur. Sei σi := ord(ui) und sei ni := σ1·...·σr
σi

. Weil die |Gi|
paarweise teilerfremd sind, folgt ggT(σi, ni) = 1. Deshalb gibt es x, y ∈ Z
derart, dass xσi + yni = 1. Nach 1.10 kommutieren die ui, also ist wegen
uσii = 1

uyni = (u1 · . . . · ur)yni = uyni1 · . . . · uynir = uynii = uyni+xσii = u1
i = ui.

Es gilt

πi(U) = {ui ∈ Ui|∀j ∈ {1, . . . , r} − {i}∃uj ∈ Gj : u = u1 · . . . · ur ∈ U}.

Ist aber u = u1 · . . . · ur ∈ U , so ist auch ui ∈ U , d.h. πi(U) ⊂ U für alle i.
Daher ist π1(U) · . . . · πr(U) ⊂ U , also U = π1(U)× . . .× πr(U).

1.15 Definition inneres semidirektes Produkt
Sei N C G. Gibt es eine Untergruppe U ≤ G derart, dass UN = G und
U ∩ N = 〈1〉, so heißt U Komplement zu N in G und G heißt inneres
semidirektes Produkt von N und U .
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1.16 Bemerkung
Sei G = NU inneres semidirektes Produkt des Normalteilers N mit U . Dann
ist auch G = NU .
Die Abbildung ψ : U → Aut(N), u 7−→ (n 7→ nu) ist ein Gruppenhomomor-
phismus und es gilt

(u1n1)(u2n2) = (u1u2)(n
uψ

1 n2)

für u1, u2 ∈ U, n1, n2 ∈ N .

Beweis:
Wegen N CG ist UN = NU . ψ ist wohldefiniert, denn für u ∈ U ist

ϕu : G→ G, x 7−→ u−1xu

ein Automorphismus. Wegen N C G ist ϕu(n) ∈ N für n ∈ N , also ist
ϕu|N ∈ Aut(N).
Die Homomorphieeigenschaft von ψ ist klar.
Für u1, u2 ∈ U, n1, n2 ∈ N ist

(u1n1)(u2n2) = u1u2u
−1
2 n1u2n2 = u1u2n

u2
1 n2 = u1u2n

uψ2
1 n2.

1.17 Definition und Satz
Seien U,N Gruppen und sei ϕ : U → Aut(N) ein Gruppenhomomorphismus.
Dann wird das kartesische Produkt U ×N mit der Multiplikation

(u1, n1)(u2, n2) := (u1u2, n
(uϕ2 )
1 n2)

zu einer Gruppe, dem sogenannten äußeren semidirekten Produkt von U mit
N bezüglich ϕ.

Schreibweise:U
ϕ
n N (Spitze zum Normalteiler).

Beweis:
Das Einselement ist (1U , 1N), Inverses zu (u, n) ist (u−1, (n−1)(u−1)ϕ):

(u, n)(u−1, (n−1)(u−1)ϕ) = (uu−1, n(u−1)ϕ(n−1)(u−1)ϕ) =

= (1U , n
(u−1)ϕ(n(u−1)ϕ)−1) = (1U , 1N).

Zur Assoziativität:

[(u1, n1)(u2, n2)](u3, n3) = (u1u2, n
uϕ2
1 n2)(u3, n3)

= (u1u2u3, (n
uϕ2
1 n2)

uϕ3 )n3)

= (u1u2u3, (n
uϕ2
1 )u

ϕ
3 n

uϕ3
2 n3)

= (u1u2u3, n
(u2u3)ϕ

1 n
uϕ3
2 n3)

= (u1, n1)(u2u3, n
uϕ3
2 n3)

= (u1, n1)[(u2, n2)(u3, n3)].
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1.18 Bemerkung

• Ist ϕ der triviale Homomorphismus, der alles auf idN abbildet, so ist

U
ϕ
n N ∼= U ×N .

• U
ϕ
n N kann auch als inneres semidirektes Produkt von U × 〈1〉 und

〈1〉 × N gesehen werden. Die Unterscheidung zwischen inneren und
äußerem semidirekten Produkt ist also wieder unnötig, Bemerkung 1.12
gilt entsprechend.

• Ein wichtiges Problem der Gruppentheorie ist die Frage “Wann gibt es
zu einem Normalteiler NCG ein Komplement?” Eine relativ allgemeine
Antwort liefert der

Satz von Zassenhaus
Sind |N | und |G/N | teilerfremd, so besitzt N ein Komplement in G.

1.19 Beispiel
Seien 〈d〉 ∼= Zn und 〈s〉 ∼= Z2 zyklisch. Durch

ϕ : 〈s〉 → Aut(〈d〉), s 7−→ (x 7→ x−1

1 7−→ id〈d〉

wird ein Homomorphismus gegeben. Das semidirekte Produkt Dn := 〈d〉
ϕ
o

〈s〉 der Ordnung 2n heißt Diedergruppe.
Bemerke: Dn ist isomorph zur Symmetriegruppe des regelmäßigen n-Ecks.

Das Element d entspricht der Drehung um 360◦

n
, s einer Spiegelung an einer

Symmetrieachse.

1.20 Definition Kranzprodukt

1. Seien G,H Gruppen. Sei |H| = n, H = {h1, . . . , hn}. Dann wird für
h ∈ H durch hi · h = hπh(i) eine Permutation πh ∈ Sn definiert. Die
Abbildung

ϑh : Gn → Gn, (g1, . . . , gn) 7−→ (gπh(1), . . . , gπh(n))

ist ein Automorphismus von Gn, dem n-fachen direkten Produkt von
G mit sich selbst. Durch

ϕ : H → Aut(Gn), h 7−→ ϑn

wird ein Gruppenhomomorphismus definiert. Das semidirekte Produkt

G or H := (Gn)
ϕ
o N

heißt reguläres Kranzprodukt von G mit H.
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2. Sei G Gruppe, H ≤ Sn. Sei h ∈ H. Durch

ϑh : Gn → Gn, (g1, . . . , gn) 7−→ (gh(1), . . . , gh(n))

wird ein Automorphismus von Gn definiert. Die Abbildung

ϕ : H → Aut(Gn), h 7−→ ϑh

ist ein Gruppenhomomorphismus. Das semidirekte Produkt

G op H := (Gn)
ϕ
o H

heißt Permutations-Kranzprodukt. Elemente von G op H werden meis-
tens in der Form (f, h) geschrieben. Dabei ist h ∈ H ≤ Sn und f :
{1, . . . , n} → G eine Abbildung, die (g1, . . . , gn) ∈ Gn angibt

Bemerkung 1. |G or H| = |G||H| · |H| und |G op H| = |G|n|H|, wobei
H ≤ Sn.

2. G or H ist ein Spezialfall von G op H (Satz von Cayley).

3. G or H und G op H können durchaus verschieden sein. Fr̈ G ∼= Z2 und
H ∼= S3 ist |G or H| = 26 · 6 und |G op H| = 23 · 6, wenn wir H als
Permutationsgruppe auf drei Ziffern auffassen. In der Literatur wird
meistens G oH geschrieben.

2 Zentralisator, Normalisator und Kommu-

tator

2.1 Definition Zentralisator, Normalisator und Zentrum
Sei H ≤ G und X ⊂ G.

1. CH (X) = {h ∈ H | h−1xh = x ∀x ∈ X} (Vertauschung elementwei-
se) heißt Zentralisator von X in H. Ist |X| = 1, so schreiben wir CH (x).

2. NH (X) = {h ∈ H | h−1Xh = X} (Vertauschung als Menge, d.h.
h−1xh = y ∈ X) heißt Normalisator von X in H.

3. Z (G) := CG (G) = {g ∈ G | g−1xg = x ∀x ∈ G} (Die Elemente, die
mit allen vertauschen) heißt Zentrum von G.

2.2 Satz
Sei G Gruppe, X ⊂ G Teilmenge und H,U ≤ G. Dann gilt:

13



1. CH (X) und NH (X) sind Untergruppen von H und G.

2. U CG⇔ NG (U) = G.

3. NG (U) ist die größte Untergruppe von G, in der U Normalteiler ist,
d.h.:

• U C NG (U).

• U C V ⇒ V ≤ NG (U).

4. Z (G) ist abelsch.

5. Für alle X ⊂ G ist Z (G) ≤ CG (X) ≤ NG (X).

6. Z (G) charG.

7. U ≤ Z (G) ⇒ U CG.

8. Z (G) = G⇔ G abelsch.

9. G abelsch ⇔ G/Z (G) zyklisch.

10. Z (G1 ×G2) = Z (G1)× Z (G2).

Beweis:
Wir beweisen hier nur die Aussagen 1) und 9), 2) bis 8) und 10) sind trivial
und werden dem geneigten Leser überlassen.

1. Seien u, v ∈ CH (X), d.h. u−1xu = x, v−1xv = x für alle x ∈ X. Dann:

(uv)−1 x (uv) = v−1
(
u−1xu

)
v = v−1xv = x.

Also ist uv ∈ CH (X). Damit ist CH (X) eine Untergruppe. Analog für
NH (X) (X statt x).

9. Sei zunächst G abelsch. Dann ist G = Z (G) und daher |G/Z (G)| = 1,
also G/Z (G) zyklisch.

Sei nun umgekehrt x ∈ G, so dass G/Z (G) = 〈xZ (G)〉. Seien a, b ∈ G.
Dann existiert i, j ∈ N0 : aZ (b) = xi Z (G) , bZ (G) = xj Z (G). Also
gibt es w, z ∈ Z (G), so dass a = xiw, b = xjz. Damit ist ab = xiwxjz =
xi+jzw = xjzxiw = ba, denn w, z vertauschen mit allen Elementen.
Also ist G abelsch.
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2.3 Satz
G/Z (G) ∼= InnG.

Beweis:
Durch ψ : G → InnG, g 7→ .g wird ein Gruppenhomomorphismus definiert,
denn es gilt

ψ (gh) = .gh = (.g)h = ψ (g)ψ (h) .

Weiter gilt:

kerψ = {g ∈ G | .g = id} =
{
g ∈ G | g−1xg = x ∀x ∈ G

}
= Z (G) .

Weil ψ surjektiv ist, folgt mit dem Homomorphiesatz 0.1

G/Z (G) ∼= InnG

und mit dem vorangegangenen Satz folgt: InnG zyklisch ⇒ InnG = {id}.

2.4 Satz
Sei U ≤ G. Dann ist

CG (U) C NG (U) .

und NG (U) /Cg (U) ist isomorph zu einer Untergruppe von AutU . Ist ins-
besondere U CG, so gilt

CG (U) CG.

Beweis:
Die Abbildung

ψ : NG (U) → Aut (U) , a 7→ (u 7→ ua)

ist ein Gruppenhomomorphismus. Wegen UCNG (U) ist die Abbildung (u 7→ ua) ∈
AutU . ψ ist ein Homomorphismus, da

ψ (ab) =
(
u 7→ uab

)
=
(
u 7→ (ua)b

)
= ψ (a)ψ (b) .

Es gilt:

kerψ = {a ∈ NG (U) | ua = a ∀a ∈ U} =

=
{
a ∈ NG (U) | a−1ua = u ∀u ∈ U

}
=

= CG (U) ,

wobei die letzte Gleichung aus CG (U) ≤ NG (U) folgt.
Kerne von Homomorphismen sind Normalteiler, also ist CG (U)CNG (U).

Mit dem Homomorphiesatz 0.1 folgt

NG (U) /CG (U) ∼= Imψ ≤ AutU.
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2.5 Satz
Seien K ≤ H ≤ G Untergruppen von G, Y ⊂ X ⊂ G Teilmengen, g, a ∈ G
und h ∈ H. Dann gilt:

1. CH (X)g = CHg (Xg), also g−1 CH (X) g = Cg−1Hg (g−1Xg).

2. NH (X)g = NHg (Xg), also g−1 NH (X) g = Ng−1Hg (g−1Hg).

3. CG (g−1ag) = g−1 CG (a) g.

4. NG (g−1Hg) = g−1 CG (H) g.

5. CH (h) = CG (h) ∩H.

6. NH (K) = NG (K) ∩H.

7. CH (X) ≤ CG (X).

8. NH (X) ≤ NG (X).

9. CH (X) ≤ CH (Y ).

Die Aussage NH (X) ≤ NH (Y ) ist im Allgemeinen falsch.

Beweis:
Hier beweisen wir nur den Punkt 1. und bringen ein Gegenbeispiel zur zweiten
Aussage von Punkt 9. Denn 2. folgt analog 1., 3. & 4. sind Spezialfälle von
1. & 2. und 5. bis 9. sind sofort aus der Definition 2.1 klar.

1. Es gilt:

hg ∈ CHg (Xg) ⇔ (hg)−1 xghg = xg ∀x ∈ X
⇔ g−1h−1gg−1xgg−1hg = g−1xg ∀x ∈ X
⇔ h−1xh = x ∀x ∈ X
⇔ h ∈ CH (X) .

9. Gegenbeispiel zur zweiten Aussage: Sei H = G = S4, X = A4, Y =
〈(123)〉. Dann ist

(34) (123) (34) = (124) /∈ 〈(123)〉 = Y.

Daher ist (34) /∈ NS4 (Y ) und deshalb NS4 (Y ) < S4. Aber NS4 (A4) =
S4. Widerspruch!
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2.6 Definition Konjugationsklasse
Sei g ∈ G,H ≤ G. Die MengeK := {h−1gh | h ∈ H} heißtH-Konjugationsklasse
von g. G-Konjugationsklassen heißen einfach Konjugationsklassen.

Bemerkung
H-Konjugation ist eine Äquivalenzrelation, die Äquivalenzklassen sind die
H-Konjugationsklassen. Sind K1, . . . , Kr alle Konjugationsklassen von G, so
gilt:

G =
r⋃
i=1

Ki,

wobei Ki ∩Kj = ∅ falls i 6= j.

2.7 Lemma
Sei g ∈ G,H ≤ G. Die H-Konjugationsklasse K von g ∈ G enthält genau

|K| = |H|
|CH (g)|

=
|H|

|CG (g) ∩H|

Elemente.

Beweis:
Für a, b ∈ H gilt:

a−1ga = b−1gb ⇔ ba−1g = gba−1

⇔ ba−1 ∈ CH (g) ⇔ b ∈ CH (g) a.

Damit ist

|K| = |H|
|CH (g)|

.

2.8 Satz Klassengleichung
Sei x1, . . . , xr eine Transversale der nicht-zentralen Konjugationsklassen von
G (das heißt der Klassen, die nicht in Z (G) liegen). Dann gilt:

|G| =
r∑
i=1

|G|
|CG (xi)|

+ |Z (G)| .

Beweis:
Es gilt:

|G|
|CG (x)|

= 1 ⇔ G = CG (x) ⇔ x ∈ Z (G) .
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Also bildet jedes Element des Zentrums eine eigene Konjugationsklasse. Da-
mit ist

G =
r⋃
i=1

K (xi) ∪ Z (G)

die disjunkte Vereinigung der K (xi) mit Z (G) und die Behauptung folgt aus
Lemma 2.7.

2.9 Definition p-Gruppe, p′-Gruppe
Sei p prim. Eine Gruppe G heißt p-Gruppe, wenn |G| = pn für ein n ∈ N. G
heißt p′-Gruppe, wenn p - |G|.

2.10 Satz
Jede p-Gruppe hat ein nichttriviales Zentrum, das heißt Z (G) > 〈1〉.

Beweis:
Sei x1, . . . , xr eine Transversale der nicht-zentralen Konjugationsklassen. Nach
der Klassengleichung 2.8 gilt:

|G| =
r∑
i=1

|G|
|CG (xi)|

+ |Z (G)| .

Da die Konjugationsklasse K (xi) nicht zentral ist, gilt |K (xi)| > 1 (siehe
Beweis von 2.8) also ist

1 < |K (xi)| =
|G|

|CG (xi)|
| |G| = pn

und damit ist p | |G|
|CG(xi)| . In der Klassengleichung sind sowohl die linke Seite

als auch die Summanden |G|
|CG(xi)| durch p teilbar und daher ist p | Z (G).

2.11 Folgerung
Sei p prim. Ist G Gruppe mit |G| = p2, so gilt:

G ∼= Zp2 oder G ∼= Zp × Zp.

Beweis:
Nach Satz 2.10 gilt |Z (G)| = p oder p2. Ist |Z (G)| = p2 so ist g = Z (G)
und damit ist G abelsch. Ist |Z (G)| = p, so ist |G/Z (G)| = p, also ist
G/Z (G) ∼= Zp zyklisch.

Daraus folgt nach 2.2.9 dass G abelsch (und damit |Z (G)| = p2). Mit dem
Hauptsatz über endliche abelsche Gruppen 0.5 folgt: G ist direktes Produkt
zyklischer Gruppen, dafür gibt es genau die zwei angegebenen Möglichkeiten.
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2.12 Definition Kommutator
Seien g, h ∈ G,X, Y, Z ⊂ G. Man definiert:

1. [g, h] := g−1h−1gh heißt Kommutator von g und h.

2. [X, Y ] := 〈[x, y] | x ∈ X, y ∈ Y 〉.

3. [X, Y, Z] := [[X, Y ] , Z].

4. G′ := 〈[g, h] | g, h ∈ G〉 = [G,G] heißt Kommutatorgruppe von G.

5. Iterierte Kommutatorbildung liefert “höhere” Kommutatorgruppen:

G′′ := [G′, G′] , . . . , G(n) :=
[
G(n−1), G(n−1)

]
.

Beachte: G′ ist das Erzeugnis aller Kommutatoren. Die Menge aller Kommu-
tatoren bildet im Allgemeinen keine Untergruppe.

2.13 Lemma Rechenregeln
Wir werden nun einige Rechenregeln zum Kommutator beweisen:

1. [g, h]−1 = [h, g].

2. Ist ϕ : G→ H Gruppenhomomorphismus, so gilt:

ϕ ([g, h]) = [ϕ (g) , ϕ (h)] .

Ist H abelsch, so folgt: G′ ≤ Kerϕ.

3. [g, h]u = [gu, hu].

4. [gh, u] = [g, u]h [h, u].

5. [u, gh] = [u, h] [u.g]h.

6. Elemente von G′ sind Produkte von Kommutatoren.

7. Kommutiert [g, h] mit g, so gilt für alle n ∈ Z : [gn, h] = [g, h]n.

8. Kommutiert [g, h] mit h, so gilt für alle n ∈ Z : [g, hn] = [g, h]n.

9. Kommutiert [g, h] mit g und h, so gilt für alle n ∈ Z :

(gh)n = gnhn [g, h](
n
2) .
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Beweis:
Auch hier beweisen wir nicht alle Punkte, denn 2. ist klar, wenn man die
Homomorphieeigenschaft von ϕ betrachtet, 3. ist ein Speziallfall von 2. 5.
folgt analog 4. und 8. analog zu 7. 6. folgt aus 1.

1. [g, h]−1 = h−1g−1hg = [h, g].

4. Es gilt:

[g, u]h [h, u] = h−1g−1u−1guhh−1u−1u = h−1g−1u−1guu−1hu =

=
(
h−1g−1

)
u−1 (gh)u = (gh)−1 u−1 (gh)u =

= [gh, u] .

7. Für n = 0 und n = 1 klar. Induktion über n: Weil [g, h] mit gn−1

vertauschbar ist, gilt:

[gn, h] =
[
ggn−1, h

] 4.
= [g, h]g

n−1 [
gn−1, h

]
=

= [g, h] [g, h]n−1 = [g, h]n .

Für n > 0 gilt nach 4. weiter:

1 =
[
gng−n, h

]
= [gn, h]g

−n [
g−n, h

]
= ([g, h]n)

g−n [
g−n, h

]
=

= [g, h]n
[
g−n, h

]
⇒

[
g−n, h

]
= [g, h]−n .

9. Induktion über n: n = 1 klar. Wir benutzen, dass [h, g] = [g, h]−1 mit
g und h vertauscht:

(gh)n = (gh)n−1 (gh) = gn−1hn−1 [h, g](
n−1

2 ) gh =

= gn−1hn−1gh [h, g](
n−1

2 ) =

= gn−1ghn−1h−(n−1)g−1hn−1gh [h, g](
n−1

2 ) =

= gnhn−1
[
hn−1, g

]
h [h, g](

n−1
2 ) =

7.
= gnhn−1 [h, g]n−1 h [h, g](

n−1
2 ) =

= gnhn [h, g]n−1+ 1
2
(n−1)(n−2) = gnhn [h, g](n−1)(1+ 1

2
n−1) =

= gnhn [h, g](
n
2) .
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2.14 Lemma
Seien U, V ≤ G. Dann gilt:

1. [U, V ] = [V, U ].

2. [U, V ] ≤ U ⇔ V ≤ NG (U).

3. [U, V ] C 〈U, V 〉.

Beweis:

1. klar mit 2.13.1.

2. Sei v ∈ V , dann gilt für alle u ∈ U :

[u, v] = u−1
(
v−1uv

)
∈ U ⇔ v−1uv ∈ U ⇔ v ∈ .NG (U) .

3. Sei u, u′ ∈ U, v, v′ ∈ V . Dann gilt nach 2.13.4 und 2.13.6:

[u, v]v
′

= [u, v′]
−1

[u, vv′] ∈ [U, V ]

[u, v]u
′

= [uu′, v] [u′, v]
−1 ∈ [U, V ] .

Also ist [U, V ] C 〈U, V 〉.

2.15 Satz
Für die Kommutatorgruppe G′ von G gilt:

1. G ist abelsch ⇔ G′ = 〈1〉.

2. G′ charG (also ist G′ insbesondere Normalteiler von G).

3. G/G′ ist abelsch.

4. Für H ≤ G gilt: H CG und G/H abelsch ⇔ G′ ≤ H.

Beweis:
Hier beweisen wir nur Punkt 4., denn 1. ist klar, 2. auch wegen [g, h]α =
[α (g) , α (h)] für alle α ∈ AutG und 3. ist ein Spezialfall von 4.

4. Sei a, b ∈ G. Dann folgt aus (aH) (bH) = (bH) (aH):

H = (aH)−1 (bH)−1 (aH) (bH) =
(
a−1b−1ab

)
H.

⇒ a−1b−1ab ∈ H ⇒ G′ ≤ H.
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Sei nun umgekehrt G′ ≤ H ≤ G. Für g ∈ G, h ∈ H gilt:

g−1Hg = hh−1g−1hg = h [h, g] ∈ HG′ = H.

⇒ H CG. Seien a, b ∈ G, dann gilt:

(aH)−1 (bH)−1 (aH) (bH) =
(
a−1b−1ab

)
H

G′≤H
= H.

⇒ (aH) (bH) = (bH) (aH) ⇒ G/H ist abelsch.

2.16 Lemma
Sei K eine Konjugationsklasse von G und h ∈ K. Dann gilt: K ⊂ hG′ und
insbesondere |K| ≤ |G′|.

Beweis:
Sei g ∈ G beliebig. Dann ist h−1g−1hg ∈ G′, also g−1hg ∈ hG′ und damit
K ⊂ hG′. Damit ist |K| ≤ |hG′| = |G′|.

2.17 Satz
Seien G,H Gruppen, N CG und U ≤ G. Dann gilt für alle n ≥ 0:

1. U (n) ≤ G(n).

2. (G/N)(n) = G(n)N/N ∼= G(n)/
(
G(n) ∩N

)
.

3. (G×H)(n) = G(n) ×H(n).

Beweis:
1. und 3. sind mit Induktion sofort klar.

2. Induktion über n. n = 0 klar, n→ n+ 1:

(G/N)(n+1) =
(
(G/N)(n)

)′ IV
=
(
G(n)N/N

)′
.

Für g ∈ G(n) und u ∈ N is guN = gN . Dann ist(
G(n)N/N

)′
=

〈
h−1

1 Nh−1
2 Nh1Nh2N | h1, h2 ∈ G(n)

〉
=

=
〈
h−1

1 h−1
2 h1h2N | h1, h2 ∈ G(n)

〉
=

=
〈
[h1, h2]N | h1, h2 ∈ G(n)

〉
= G(n+1)N/N.

Damit ist die erste Gleichung gezeigt, die zweite folgt aus dem ersten
Isomorphiesatz 0.2.
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Beispiel
Beispiele für charakteristische Untergruppen:

• 〈1〉 charG,G charG.

• Z (G) charG.

• G′ charG.

2.18 Satz
Sei A charG. Dann gilt: CG (A) charG.

Beweis:
Sei α ∈ AutG. Ist x ∈ CG (A) und a ∈ A, so gilt:

α (a) = α
(
x−1ax

)
= α (x)−1 α (a)α (x) .

Durchläuft a die Gruppe A, so durchläuft auch α (a) ganz A. Daher ist α (x) ∈
CG (A), also α (CG (A)) ≤ CG (A) und deshalb CG (A) charG.

2.19 Satz
Sei H CG mit ggT (|H| , |G/H|) = 1. Dann gilt: H charG

Beweis:
Sei α ∈ AutG, |H| =: m und |G/H| =: n. Dann ist |G| = mn und ggT (m,n) =
1. Sei Ĥ := α (H). Wir betrachten HĤ: Nach dem 1. Isomorphiesatz 0.2 gilt,

dass HĤ ≤ G. Sei
∣∣∣H ∩ Ĥ

∣∣∣ =: d. Dann gilt: d | m und nach 1.1 ist

∣∣∣HĤ∣∣∣ =
|H|

∣∣∣Ĥ∣∣∣∣∣∣H ∩ Ĥ
∣∣∣ =

m2

d
| mn.

Wegen ggT (m,n) = 1 folgt d = m und somit H ∩ Ĥ = H, also Ĥ = H und
daher α (H) = H.

2.20 Satz
Seien A,B ≤ G. Dann gilt:

1. A charG⇒ ACG.

2. A,B CG⇒ A ∩B CG,AB CG.
A,B charG⇒ A ∩B charG,AB charG.
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3. A charB CG⇒ ACG.
A charB charG⇒ A charG.

4. Vorsicht:

ACB charG
i.A.; ACG.

ACB CG
i.A.; ACG.

A ≤ B ≤ G,A charG
i.A.; A charB.

5. Sei A ≤ B ≤ G. Im Fall ACG gilt: B/ACG/A⇔ B CG.

Im Fall A charG gilt: B/A charG/A⇒ B charG.

Die Umkehrung, aus B charG folgt B/A charG/A, gilt im Allgemeinen
nicht.

Beweis:
Punkt 4 bleibt dem Leser als Übungsaufgabe überlassen.

1. A charG ⇒ α (A) = A für alle α ∈ AutG. Daher gilt auch α (A) = A
für alle α ∈ InnG⇔ ACG.

2. Sei α ∈ AutG. Dann folgt: α (A ∩B) = α (A) ∩ α (B) wegen der Bi-
jektivität und α (AB) = α (A)α (B), weil α ein Homomorphismus ist.
Die Behauptung folgt, wenn wir einmal alle α ∈ AutG und einmal alle
α ∈ InnG betrachten.

3. Sei α ∈ AutG mit α (B) = B. Dann ist α|B ∈ AutB und folglich auch
α|B (A) = A. Also ist α (A) = A.

5. Die erste Aussage ist der Korrespondenzsatz 1.4. Sei also nun A charG
und B/A charG/A. Sei Λ ein Vertretersystem der Nebenklassen von A
in B. Dann ist B =

⋃
λ∈Λ λA. Sei α ∈ AutG, dann:

α (B) = α

(⋃
λ∈Λ

λA

)
=
⋃
λ∈Λ

α (λA) =

=
⋃
λ∈Λ

α (λ)α (A)
1.4
=
⋃
λ∈Λ

α (λ)A.

Weil A charG, wird durch ᾱ : G/A → G/A, gA 7→ α (g)A ein Auto-
morphismus von G/A gegeben. Ist g1A = g2A, so ist g−1

1 g2 ∈ A und
daher α

(
g−1
1 g2

)
= α (g1)

−1 α (g2) ∈ A und folglich α (g1)A = α (g2)A,
das heißt ᾱ ist wohldefiniert. Die Bijektivität von ᾱ folgt aus der Bi-
jektivität von α. Nach Voraussetzung gilt ᾱ (B/A) = B/A. Daher ist
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α (λ)A = ᾱ (λA) ∈ B/A und demnach α (λ) ∈ B. Also ist α (B) ≤ B
und daher B charG.

2.21 Folgerung
Für alle n ∈ N gilt: G(n) charG.

Beweis:
G(n) charG(n−1), Induktion und 2.20.3.

2.22 Satz
Sei G eine Gruppe, die außer G und 〈1〉 keine charakteristischen Untergrup-
pen enthält. Dann ist G einfach oder ein direktes Produkt von isomorphen
einfachen Gruppen.

Beweis:
Sei H > 〈1〉 ein minimaler Normalteiler von G. Wir schreiben H1 = H und
betrachten alle Untergruppen von G von der Form H1×. . .×Hn mit Hi

∼= H ′
i

und Hi C G. Sei M eine solche Untergruppe mit maximaler Ordnung. Wir
zeigen H = G, indem wir zeigen, dass H char G:

Sei α ∈ AutG. Es genügt zu zeigen, dass α (Hi) ⊆ M für alle i. Offen-
sichtlich ist α (Hi) ∼= H ∼= H1. Weiter gilt α (Hi) CG. Ist a ∈ G, so existiert
ein b ∈ G mit α (b) = a. Damit ist

a−1α (Hi) a = α (b)−1 α (Hi)α (b) = α
(
b−1Hib

)
= α (Hi) .

Ist α (Hi) � M , so ist |α (Hi) ∩M | < |Hi| und wegen α (Hi) CG,M CG ist
α (Hi) ∩M CG. Da H minimaler Normalteiler war, folgt α (Hi) ∩M = 〈1〉.
Damit ist 〈α (Hi) ,M〉 ∼= M × α (Hi) ein direktes Produkt von derselben
Form wie M , aber mit größerer Ordnung. Widerspruch!

Damit folgt α (Hi) ≤ M und somit M charG, nach Voraussetzung also
M = G. H ist einfach: Wäre N CH ein nichttrivialer Normalteiler, so wäre
auch N CH1 × . . .×Hn = G. Widerspruch zur Minimalität von H.

3 Der Satz von Sylow

3.1 Satz
Sei p prim und G abelsche Gruppe mit p | |G|. Dann enthält G eine Unter-
gruppe der Ordnung p.

25



Beweis:
Nach Lemma 1.1 gilt: |AB| | |A| |B| f̈ı¿1

2
r Untergruppen A,B von G. Weil

G abelsch ist, ist AB eine Untergruppe von G. Daher folgt durch Induktion
über die Anzahl der Faktoren: Sind A1, . . . , Ak Untergruppen von G, so gilt:

|A1 · . . . · Ak| | |A1| · . . . · |Ak| .

Für jedes g ∈ G ist 〈g〉 eine zyklische Untergruppe von G und das Produkt
all dieser Untergruppen ist G. Also folgt:

|G| |
∏
g∈G

ord g.

Daher gibt es ein g ∈ G mit p | ord g; setze a := ord g
p

. Dann it ord (ga) = p

und 〈ga〉 ≤ G mit 〈ga〉 = p.

3.2 Definition Sylowgruppe
Sei p prim und |G| = pam mit p - m. Die Untergruppen P ≤ G mit |P | =
pa heißen p-Sylowgruppen von G. Die Menge der p-Sylowgruppen wird mit
SylpG bezeichnet.

3.3 Satz Satz von Cauchy
Sei p prim, i ∈ N0, so dass pi | |G|. Dann enthält G eine Untergruppe der
Ordnung pi.

Beweis:
Beweis durch Induktion über die Gruppenordnung |G|. Sei die Behauptung
schon für alle Gruppen kleinerer Ordnung bewiesen. Besitzt G eine Unter-
gruppe V < Gmit pi | |V |, so besitzt V eine Untergruppe der Ordnung pi und
damit auch G. Wir können dann annehmen, dass G keine solche Untergruppe
V besitzt und betrachten die Klassengleichung 2.8:

|G| =
r∑
j=1

|G|
|CG (xj)|

+ |Z (G)| .

Die linke Seite |G| ist durch pi teilbar. Wegen pi - |CG (xj)| sind alle Sum-

manden |G|
|CG(xj)| durch p teilbar. Damit folgt p | |Z (G)|. Mit 3.1 folgt: Weil

Z (G) abelsch, enthält Z (G) eine Untergruppe N der Ordnung p. Nach 2.2.7
gilt: N C G. Die Ordnung der Faktorgruppe G/N ist kleiner als |G|, also
gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Untergruppe B/N ≤ G/N mit
|B/N | = pi−1. Nach dem Korrespondenzsatz ?? gibt es eine Untergruppe
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B mit N ≤ B ≤ G, so dass ν (B) = B/N (ν : G → G/N kanonischer
Epimorphismus). Es gilt:

|B| = |B/N | |N | = pi.

3.4 Folgerung
Sei M ≤ G maximale Untergruppe. Gilt MCG, so ist [G : M ] eine Primzahl.

Beweis:
Weil M maximal ist, gilt M < G und es gibt kein U ≤ G : M < U < G.
Nach dem Korrespondenzsatz 1.4 besitzt daher die Faktorgruppe G/M keine
nichttriviale Untergruppe. Da |G/M | > 1 existiert eine Primzahl p mit p -
|G/M |. Nach dem Satz von Cauchy ?? folgt: G/M besitzt eine Untergruppe
der Ordnung p. Daher muss p = |G/M | gelten.

3.5 Lemma

1. Ist P ∈ SylpG und P ≤ G eine p-Untergruppe mit BP = PB, dann
gilt: B ≤ P . Insbesondere ist P die einzige p-Sylowgruppe von NG (P ).

2. Ist α ∈ Aut (G) und P ∈ SylpG, so ist auch α (P ) ∈ SylpG.

3. Für P ∈ SylpG gilt: P CG⇔ SylpG = {P} ⇔ P charG.

4. Op (G) :=
⋂
P∈SylpG

P charG und Op (G) enthält alle p-Normalteiler

von G, das heißt alle Normalteiler N mit Ordnung pk, k ∈ N.

Beweis:

1. Nach Lemma ?? gilt: BP ist eine Untergruppe von G, und zwar eine
p-Gruppe. Da offensichtlich P ≤ BP und P ∈ SylpG folgt: P = BP
und damit B ≤ P . In NG (P ) gilt:

xP = Px ∀x ∈ NG (P ) .

Ist also B ≤ NG (P ) eine p-Untergruppe, so folgt BP = PB.

2. Ist α ∈ Aut (G), so gilt |P | = |α (P )|, also ist auch α (P ) eine p-
Sylowgruppe.

3. Sei Q ≤ G eine weitere p-Sylowgruppe. Wegen P C G ist dann PQ =
QP und mit 1. folgt: Q = P .

Für α ∈ Aut (G) ist α (P ) eine p-Sylowgruppe (nach 2.) und daher
α (P ) = P .

Der Rest folgt aus 2.20.1
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4. Für α ∈ Aut (G) gilt: Jede p-Sylow wird wieder auf eine p-Sylow ab-
gebildet. Also ist α (Op (G)) = Op (G). Ist B C G p-Normalteiler und
P ∈ SylpG, so gilt: BP = PB nach dem 1. Isomorphiesatz 0.2. Nach
1. folgt B ≤ P . Folglich ist B in allen p-Sylowgruppen enthalten und
damit B ≤ Op (G).

3.6 Definition Op′ (G) ,O (G)
Der größte Normalteiler NCG mit p - |N | wird mit Op′ (G) bezeichnet. Statt
O2′ (G) schreibt man oft kurz O (G).

3.7 Lemma

1. Op′ (G) enthält alle p′-Normalteiler von G, das heißt alle N C G mit
p - |N |.

2. Op′ (G) charG.

3. Op (G/Op (G)) = 〈1〉 ,Op′ (G/Op′ (G)) = 〈1〉.

Beweis:

1. Seien N,U CG mit p - |N | , |U |. Für g ∈ G ist

g−1NUg = g−1Ngg−1Ug = NU.

Also ist NU C G und nach 1.1 gilt: |NU | | |N | |U |, das heißt es gilt
p - |NU |.
Folglich ist für jeden p′-NormalteilerN die GruppeNOp′ (G)CGmit p -
|NOp′ (G)| und Op′ (G) ≤ NOp′ (G). Nach Definition folgt NOp′ (G) =
Op′ (G) und damit N ≤ Op′ (G).

2. Ist α ∈ Aut (G), so gilt α (Op′ (G)) CG und

|α (Op′ (G))| = |Op′ (G)| .

Nach 1. folgt
α (Op′ (G)) = Op′ (G) .

3. Enthält G/Op (G) einen nichttrivialien p-Normalteiler N/Op (G), so
gibt es nach dem Korrespondenzsatz 1.4 einNCGmitOp (G) ≤ N ≤ G
und ν (N) = N/Op (G) (ν kanonischer Epimorphismus). Es gilt:

|N | = |N/Op (G)| |Op (G)|

ist p-Potenz. Widerspruch!

Für Op′ (G) analog.
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3.8 Lemma
Seien P,H ≤ G. Dann gibt es |H|

|NH(P )| verschiedene H-Konjugierte von P in
G.

Beweis:
Analog zu 2.7. Für a, b ∈ H gilt:

a−1Pa = b−1Pb⇔ ba−1Pab−1 = P ⇔ ab−1 ∈ NH (P ) ⇔ a ∈ NH (P ) b.

Das heißt a, b liegen in derselben Rechtsnebenklasse von NH (P ).

3.9 Lemma
Sei H eine p-Untergruppe von G und P ∈ SylpG. Dann gilt:

H ∩ NG (P ) = H ∩ P

Beweis:
H∩NG (P ) ⊃ H∩P ist klar wegen P ≤ NG (P ). Wir zeigen nunH∩NG (P ) ⊂
H ∩ P . H ∩ NG (P ) ist eine p-Untergruppe von NG (P ). Wegen P C NG (P )
gilt:

(H ∩ NG (P ))P = P (H ∩ NG (P )) .

Nach 3.5.1 folgt:
H ∩ NG (P ) ≤ P

und damit
H ∩ NG (P ) ≤ H ∩ P.

Damit können wir den wichtigsten Satz der Gruppentheorie beweisen:

3.10 Satz Satz von Sylow
Sei p prim und |G| = pam mit p - m. Es gilt:

1. Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe von G enthalten.

2. Alle p-Sylowgruppen von G sind konjugiert und für P ∈ SylpG gilt:∣∣SylpG
∣∣ =

|G|
|NG (P )|

.

3. Es gilt: ∣∣SylpG
∣∣ | |G| und

∣∣SylpG
∣∣ ≡ 1 mod p.

Genauer:
∣∣SylpG

∣∣ | m. Insbesondere gibt es eine p-Sylowgruppe in G.
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Beweis:

1. Beweisen wir zusammen mit

2. Sei P ∈ SylpG. Wir betrachten die Menge M := {x−1Px | x ∈ G} der

Konjugierten von P . Nach 3.8 gilt: |M | = |G|
|NG(P )| . Weil P ≤ NG (P ),

teilt p nicht |G|
|NG(P )| . Sei H ≤ G eine p-Untergruppe. Wir betrachten die

H-Konjugationen auf M . Sei
{
x−1

1 Px1, . . . , x
−1
r Pxr

}
eine Transversa-

le der H-Konjugationsklassen. Die H-Konjugationsklasse, die x−1Px
enthält, hat nach 3.8 genau |H|

|NH(x−1Px)| Elemente. Insbesondere ist die

Zahl dieser Elemente ein Teiler von |H|, also eine p-Potenz. M ist die
disjunkte Vereinigung der H-Konjugationsklassen, also folgt:

|G|
|NG (P )|

= |M | =
r∑
i=1

|H|∣∣NH

(
x−1
i Pxi

)∣∣ .
p teilt nicht |G|

|NG(P )| und

p -
|H|∣∣NH

(
x−1
i Pxi

)∣∣ ⇔ H = NH

(
x−1
i Pxi

)
.

Weil die linke Seite nicht durch p teilbar ist, muss es ein i ∈ {1, . . . , r}
geben, so dass H = NH

(
x−1
i Pxi

)
. Damit ist H ≤ NG

(
x−1
i Pxi

)
und

folglich
H
(
x−1
i Pxi

)
=
(
x−1
i Pxi

)
H.

Mit 3.5.1 folgt H ≤ x−1
i Pxi. Ist H eine beliebige p-Untergruppe von

G, so ist H demnach in einer p-Sylowgruppe enthalten. Ist H eine p-
Sylowgruppe, so ist H = x−1

i Pxi, das heißt H ist konjugiert zu P .
Damit ist auch SylpG = M und daher

∣∣SylpG
∣∣ =

|G|
|NG (P )|

.

3. Setzen wir im ersten Teil H = P , so ergibt sich

∣∣SylpG
∣∣ = |M | =

r∑
i=1

|P |∣∣NP

(
x−1
i Pxi

)∣∣ =

2.5
=

r∑
i=1

|P |∣∣P ∩ NG

(
x−1
i Pxi

)∣∣ 3.9
=

r∑
i=1

|P |∣∣P ∩ (x−1
i Pxi

)∣∣ .
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Bei den Summanden
∣∣P ∩ (x−1

i Pxi
)∣∣ gibt es genau einen Summanden

1 (nämlich für x−1
i Pxi = P ), sonst ist

P ∩ x−1
i Pxi < P

und daher p | |P |
|P∩(x−1

i Pxi)| . Insgesamt folgt

∣∣SylpG
∣∣ ≡ 1 mod p.

Dass
∣∣SylpG

∣∣ | |G| (genauer:
∣∣SylpG

∣∣ | m) haben wir bereits im 1. Teil
gezeigt.

Bemerkung
Der Satz von Sylow ist der vielleicht wichtigste Satz der Gruppentheorie, weil
er einen ersten Ansatzpunkt liefert, die Struktur der Gruppe näher zu unter-
suchen. In einigen Spezialfällen genügt er (mit einigen kleinen zusätzlichen
Resultaten) sogar schon, um alle Gruppen mit einer bestimmten Ordnung zu
klassifizieren. Naturgemäß ist der Satz von Sylow jedoch keine Hilfe bei der
Untersuchung von p-Gruppen.

Die Bedeutung des Satzes legt die Frage nahe, ob er sich verallgemeinern
lässt. Tatsächlich gibt es zwei Resultate, die dies in bestimmte Richtungen
tun:

• Sei |G| = pam mit p - m und sei s ∈ N0 mit 0 ≤ s ≤ a. Sei rs die
Anzahl der Untergruppen von G mit Ordnung ps. Dann gilt:

rs ≡ 1 mod p.

• Satz von Hall: Sei G auflösbar und |G| = ab mit ggT (a, b) = 1. Dann
enthält G Untergruppen der Ordnung a und alle diese Untergruppen
sind konjugiert.

3.11 Folgerung
Sei P ∈ SylpG,NG (P ) ≤ U ≤ G. Dann gilt

1. NG (U) = U .

2. [G : U ] = 1 mod p.

Beweis:
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1. Sei x ∈ NG (U), das heißt x−1Ux = U . Dann gilt:

x−1Px ≤ x−1 NG (P )x ≤ x−1Ux ≤ U.

Also ist auch x−1Px eine p-Sylowgruppe und U , das heißt P und x−1Px
sind in U konjugiert (als p-Sylowgruppe von U). Daher gibt es ein
u ∈ U , so dass

u−1
(
x−1Px

)
u = P.

Folglich ist xu ∈ NG (P ) ≤ U und damit x ∈ U .

2. P ist eine p-Sylowgruppe von U . Wegen NG (P ) ≤ U ist NU (P ) =
NG (P ). Mit dem Satz von Sylow 3.10 folgt

[U : NG (P )] ≡ 1 mod p.

Ebenfalls nach dem Satz von Sylow 3.10 ist aber auch

[G : U ] [U : NG (P )] = [G : NG (P )] ≡ 1 mod p.

Deshalb ist [G : U ] ≡ 1 mod p

3.12 Folgerung
Sei N C G und P ∈ SylpG. Dann ist P ∩ N ∈ SylpN und PN/N ∈
Sylp (G/N). Beachte: Ist nur N ≤ G, so gilt die erste Aussage im Allge-
meinen nicht.

Beweis:
Sei R eine p-Sylowgruppe von N . Nach dem Satz von Sylow 3.10 ist R in einer
p-Sylowgruppe P1 von G enthalten und es gibt ein x ∈ G mit x−1P1x = P .
Da R die maximale p-Gruppe von N ist, so ist P1 ∩ N = R ∩ N = R. Nun
gilt

P ∩N = x−1P1x ∩N
NCG
= x−1P1x ∩ x−1Nx = x−1P1 ∩Nx = x−1Rx.

Daraus folgt:

|P1 ∩N | =
∣∣x−1Rx

∣∣ = |R| ⇒ P ∩N ∈ SylpN.

Sei U := PN/N ≤ G/N =: G (N C PN nach dem 1. Isomorphiesatz
0.2). Sei |G| = pag, |N | = pbn, p - g, n. Nach der ersten Aussage des Satzes
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ist dann P ∩ N eine p-Sylowgruppe von N , also gilt |P ∩N | = pb. Mit 1.1
folgt:

|PN | = |P | |N |
|P ∩N |

=
papbn

pb
= pan

und damit ∣∣U ∣∣ = |PN/N | = pan

pbn
= pa−b.

Wegen |G/N | = pag
pbn

= pa−b g
n

ist U eine p-Sylowgruppe von G.

3.13 Bemerkung
Sei |G| = pa1

1 · . . . · pakk die Primfaktorzerlegung der Ordnung von G,Pi ∈
Sylpi G. Dann ist G = 〈P1, . . . , Pk〉.

Beweis:
Sei G1 := 〈P1, . . . , Pk〉 ⇒ Pi ≤ G1; |G1| = |G|. Daraus folgt Behauptung.

3.14 Satz Zerlegung von Gruppenelementen
Sei g ∈ G mit ordG = pa1

1 · . . . · pakk . Dann gibt es eindeutig bestimmte
Elemente g1, . . . , gk mit ord gi = paii , so dass g = g1 · . . . · gk und gigj = gjgi.
Die gi sind Potenzen von g, das heißt gi ∈ 〈g〉.

Beachte: Die Zerlegung g = g1 · . . . ·gk mit ord gi = paii ist nicht eindeutig.

Beweis:
Sei p := pa1

1 und q =
∏k

i=2 p
ai
i . Wegen ggT (p, q) = 1 gibt es x, y ∈ Z mit

xp+ yq = 1. Wir setzen g1 := gyq, g′2 := gxp. Dann ist

gp1 = (gyq)p = (gpq)y
′
= 1y = 1 ⇒ ord g1 = p = pa1

1

(g′2)
q

= (gxp)q = (gpq)x = 1x = 1 ⇒ ord g′2 = q

Zerlege nun g′2 in k − 1 Schritten weiter. Dann erhalten wir schließlich eine
Zerlegung g = g1 · . . . · gk mit ord gi = paii . Alle gi sind Potenzen von g (g′2
ist Potenz von g, g2 ist Potenz von g′2 und damit auch von g usw.). Also gilt
gigj = gjgi.

Eindeutigkeit: Sei g = g1g
′
2 = g3g4 mit ord g1 = ord g3 = p, ord g′2 =

ord g4 = q und
g1g

′
2 = g′2g1 = g = g3g4 = g4g3.

Dann vertauschen die Elemente g1, g
′
2, g3, g4 auch mit g, da z.B.

g−1
3 gg3 = g−1

3 g3g4g3 = g4g3 = g.

Da g3, g4 mit g vertauschen, vertauschen sie auch mit den Potenzen g1, g
′
2

von g. Dann gilt g−1
3 g1 = g4g

′−1
2 und(

g−1
3 g1

)p
=
(
g−1
3

)p
gp1 = 1 = gq4

(
g′−1
2

)q
=
(
g4g

′−1
2

)q
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und wegen ggT (p, q) = 1 ist damit g−1
3 g1 = 1 = g4g

′−1
2 . Also ist g1 = g3, g4 =

g′2.

3.15 Definition Exponent
Der Exponent expG einer Gruppe G ist die kleinste Zahl m ∈ N mit gm = 1
für alle g ∈ G. Mit anderen Worten:

expG = kgV
g∈G

(ord g)

3.16 Folgerung
Sei |G| = pa1

1 · . . . · pann und sei Pi ∈ SylpG. Dann gilt:

expG =
n∏
i=1

expPi

Beweis:
Dass

∏n
i=1 expPi | expG ist klar, denn die expPi sind paarweise teilerfremd

und für U ≤ G gilt expU | expG. Sei g ∈ G mit ord g = pb11 · . . . · pbnn .
Nach 3.14 gibt es gi ∈ G mit ord gi = pbii , so dass G = g1 · . . . · gn. Nach
dem Satz von Sylow 3.10 ist gi in einer p-Sylowgruppe enthalten und daher
pbi = ord gi | expPi. Damit teilt ord g das Produkt

∏n
i=1 expPi und es gilt

expG | expPi

Bemerkung Alperin und Kuo
Für jede Gruppe G gilt:

expG | [G : G′ ∩ Z (G)]

4 Automorphismengruppen zyklischer Grup-

pen

4.1 Definition Eulersche ϕ–Funktion

1. ϕ (u) := # {m ∈ N | ggT (n,m) = 1} heißt Eulersche ϕ-Funktion.

2. Die multiplikative Gruppe des Rings (Zn,+, ·) bezeichnen wir mit Z∗
n.

|Z∗
n| = ϕ (n), da m ∈ Z∗

n ⇔ ggT (m,n) = 1.
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Bemerkung
Der Satz von Lagrange liefert sofort den Satz von Euler-Fermat: Für ggT (x, n) =
1 gilt:

xϕ(n) ≡ 1 mod n.

4.2 Satz
Für n ∈ Z gilt:

Aut (Zn) ∼= Z∗
n.

Beweis:
Sei Zn = 〈g〉. Jedes α ∈ AutG ist bereits eindeutig festgelegt durch α (g).
Offensichtlich ist α (g) = gk für ein k ∈ N mit 1 ≤ k ≤ n. Weil α ein
Automorphismus ist, gilt:

n = ord g = ordα (g) = ord gk =
n

ggT (n, k)
.

Daher ist ggT (n, k) = 1 und folglich k ∈ Z∗
n. Für k ∈ Z∗

n ist

αk : Zn → Zn, x 7→ xk

ein Automorphismus. Wir setzen:

ψ : Aut (Zn) → Z∗
n, αk 7→ k.

Für k, i ∈ Z∗
n ist

(αk ◦ αi) (g) = αk
(
gi
)

= gik = gki = αki (g) .

Und damit ist

ψ (αk ◦ αi) (g) = ψ (αki) = ki = k · i = ψ (αk)ψ (αi)

Das heißt: ψ ist ein Homomorphismus. Die Bijektivität ist klar.

4.3 Satz

1. AutG× AutH ist isomorph zu einer Untergruppe von Aut (G×H)

2. Ist ggT (|G| , |H|) = 1, so gilt

Aut (G×H) ∼= Aut (G)× Aut (H) .

Beweis:
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1. Sei ϕ ∈ AutG,ψ ∈ AutH. Wir setzen

ϕ× ψ : G×H → G×H, (g, h) 7→ (ϕ (g) , ψ (h)) .

Dann ist ϕ × ψ Automorphismus von G × H (leicht nachzurechnen).
Sei

Φ : AutG× AutH → Aut (G×H) , (ϕ, ψ) 7→ ϕ× ψ.

Dann ist Φ ein injektiver Gruppenhomomorphismus:

Für α, ϕ ∈ AutG, β, ψ ∈ AutH gilt mit g ∈ G, h ∈ H:(
gαϕ, hβψ

)
=
(
gα, hβ

)ϕ×ψ
= (g, h)(α×β)(ϕ×ψ) .

Also ist

Φ ((α, β) · (ϕ, ψ)) = Φ (αϕ, βψ) = (α× β) (ϕ× ψ) = Φ (α, β) Φ (ϕ, ψ) .

Das heißt, Φ ist ein Homomorphismus. Φ ist injektiv, denn für (α, β) 6=
(ϕ, ψ) ist α× β 6= ϕ× ψ. Nach dem Homomorphiesatz 0.1 ist dann

AutG× AutH ∼= Φ (AutG× AutH) ≤ Aut (G×H) .

2. Für ggT (|G| , |H|) = 1 ist ord (g, h) = ord (g) ord (h). Bei jedem Au-
tomorphismus ϕ ∈ Aut (G×H) gilt ordϕ (g, h) = ord (g, h). Daher
ist

ϕ (G× 〈1〉) = G× 〈1〉 und ϕ (〈1〉 ×H) = 〈1〉 ×H.

Seien
π1 : G×H → G und π2 : G×H → H

die Projektionen. Wir definieren

ϕG : G→ G , ϕG (g) = (π1 ◦ ϕ) (g, 1)

ϕH : H → H , ϕH (h) = (π2 ◦ ϕ) (h, 1) .

Dann gilt: ϕG ≤ AutG,ϕH ∈ AutH. Die Abbildung

Ψ : Aut (G×H) → AutG× AutH,ϕ 7→ (ϕG, ϕH)

ist injektiv: Sind ϕ, τ ∈ Aut (G×H) mit ϕ 6= τ , so gibt es g ∈ G, h ∈ H
mit ϕ (g, h) 6= τ (g, h), also ist ϕG (g) 6= τG (g) oder ϕH (h) 6= τH (h)
und daher (ϕG, ϕH) 6= (τG, τH). Damit ist

|Aut (G×H)| ≤ |AutG× AutH| .

Mit 1. folgt die Behauptung.
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4.4 Folgerung
Sei n = pa1

1 · . . . · pann die Primfaktorzerlegung. Dann ist auch

Aut Zn
∼= Z∗

n
∼= Z∗

p
a1
1
× . . .× Z∗

pann
.

Beweis:
Nach dem Hauptsatz über endliche abelsche Gruppen 0.5 ist Zn

∼= Zp
a1
1
×

. . .× Zpann . Mit 4.2 und 4.3 folgt die Behauptung.

4.5 Folgerung
Für n,m ∈ N, ggT (n,m) = 1 gilt:

ϕ (n,m) = ϕ (n)ϕ (m) .

4.6 Folgerung
Sei n = pa1

1 · . . . · pakk die Primfaktorzerlegung. Dann gilt:

ϕ (n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
. . .

(
1− 1

pk

)
.

Beweis:
Ist p prim, so gibt es genau pa − pa−1 Zahlen m mit 1 ≤ m ≤ pa, die zu pa

teilerfremd sind. Daher ist

ϕ (pa) = pa − pa−1 = pa
(

1− 1

p

)
.

Der Rest folgt mit 4.5.

Nun wollen wir die Gruppen Z∗
pk

für p prim näher untersuchen. Für Z∗
p

müssen wir eine Aussage aus der Körpertheorie verwenden:

4.7 Satz
Sei p prim. Dann ist Z∗

p
∼= Zp−1 zyklisch.

Beweis:
Z∗
p ist als multiplikative Gruppe des Körpers (Zp,+, ·) abelsch und lässt sich

daher nach dem Hauptsatz über endliche abelsche Gruppen 0.5 als direktes
Produkt zyklischer Gruppen schreiben:

Z∗
p
∼= Z1 × . . .× Zk.

Sind die Ordnungen zi := |Zi| paarweise teilerfremd, so ist Z∗
p zyklisch. Sonst

gibt es eine Primzahl q, die zi und zj für ein Paar i, j mit i 6= j teilt. Daher
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gibt es in Z1 × . . . × Zk ∼= Z∗
p mindestens q2 Elemente x mit xq = 1, das

heißt das Polynom Xq − 1 ∈ Zp [X] besitzt mindestens q2 Nullstellen. Über
einem Körper besitzt ein Polynom vom Grad m aber höchstens m Nullstellen
⇒ Widerspruch! Also ist Z∗

p zyklisch und wegen
∣∣Z∗

p

∣∣ = p − 1 daher Z∗
p
∼=

Zp−1.

4.8 Definition Primitivwurzel modulo n
Ein Erzeuger von Z∗

n heïı¿1
2
t Primitivwurzel modulo n. Für p prim lässt sich

eine Primitivwurzel modulo p nur durch Raten finden. Es gibt dafür weder
ein theoretisches Resultat, noch einen guten Algorithmus.

4.9 Lemma
Sei p prim und En := {x ∈ Zpn | x ≡ 1 mod p}. Dann ist

En ≤ Z∗
pn mit |En| = pn−1.

Beweis:
Seien x, y ∈ En. Aus x, y ≡ 1 mod p folgt xy ≡ 1 mod p, also ist x · y ∈ En
und damit En ≤ Z∗

pn . |En| = pn−1 ist klar.

4.10 Lemma
Sei p > 2 prim. Dann ist En zyklisch und für n > 1 gilt:

En = 〈x〉 ⇔ x ≡ 1 mod p, x 6≡ 1 mod p2.

Beweis:
Sei y ≡ 0 mod p, aber y 6≡ 0 mod p2. Wir zeigen induktiv für 0 ≤ k ≤ n−2:

pk+1 | (1 + y)p
k

− 1, aber pk+2 - (1 + y)p
k

− 1. Nach Wahl von y ist dies für
k = 0 klar.

k 7→ k + 1: Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein a ∈ N mit p - a, so
dass

(1 + y)p
k

− 1 = apk+1 ⇔ (1 + y)p
k

= apk+1 + 1.

Also ist

(1 + y)p
k+1

=
(
apk+1 + 1

)p
=

= 1 +

(
p

1

)
apk+1 +

p∑
i=2

(
p

i

)
ai
(
pk+1

)i
=

= 1 + apk+2 +

p∑
i=2

(
p

i

)
aipki+i

Für i < p gilt p |
(
p
i

)
. Also gilt: pki+i+1 |

(
p
i

)
aipki+i und es gilt

ik + i+ 1 ≥ k + 3 ⇔ (i− 1) k + i ≥ 2,
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was für i ≥ 2 und k ≥ 0 erfüllt ist. Für i = p ist der entsprechende Summand
durch pkp+p teilbar und es gilt: pk + p ≥ k + 3 für p ≥ 3. Also folgt:

(1 + y)p
k+1

− 1 ≡ apk+2 mod pk+3.

Das heißt pk+2 teilt (1 + y)p
k+1

− 1, aber pk+3 teilt (1 + y)p
k+1

− 1 nicht.
Setzen wir nun x := 1 + y, so ist x ∈ En und es ist xp

k 6= 1 in Z∗
pn für

k ≤ n− 2, xp
n−1

= 1.
Da nach 4.9 |En| = pn−1, folgt En = 〈x〉, das heißt En ist zyklisch. Jedes

x mit x − 1 6≡ 0 mod p2 erzeugt En und es gibt pn−1 − pn−2 Erzeugende
dieser Form. Wegen ϕ (pn−1) = pn−1 − pn−2 sind diese alle Erzeugenden.

4.11 Satz
Sei p > 2 prim und k ∈ N. Dann ist Z∗

pk
∼= Zpk−1 × Zp−1 zyklisch.

Beweis:
Sei a eine Primitivwurzel modulo p, das heißt Z∗

p
∼= 〈a〉. Wir setzen r :=

ap − p und zeigen: Z∗
pk

= 〈r〉. Zunächst ist r ≡ ap−1a ≡ a mod p und wegen

Z∗
p = 〈a〉 folgt

rm ≡ 1 mod p ⇔ p− 1 | m.
Ist rm ≡ 1 mod pk, so ist insbesondere rm ≡ 1 mod p, also folgt p− 1 teilt
ord r.

Jetzt zeigen wir, dass es ein b ∈ Z gibt mit p - b, so dass rp−1 = 1 + bp.
Dann folgt die Behauptung mit Lemma 4.10. Wegen r ≡ a mod p ist rp−1 ≡
1 mod p, also ist rp−1 = 1 + bp für ein b ∈ Z. Wir zeigen noch p - b: Es ist

rp−1 − 1 = (ap − p)p−1 − 1 =

= ap(p−1) −
(
p− 1

1

)
(ap)p−2 p+

+

p−1∑
i=2

(
p− 1

i

)
(ap)p−1−i pi (−1)i − 1 =

mod p2

= ap(p−1) − p2 (ap)p−2 + ap(p−2)p− 1 =
mod p2

= ap(p−1) − 1 + ap(p−2)p.

Da ap−1 = 1 mod p gibt es ein k ∈ Z, so dass ap−1 = 1 + kp. Damit ist

(
ap−1

)p − 1 = (1 + kp)p − 1 =

p∑
i=1

(
p

i

)
(kp)i =

= p (kp) +

p∑
i=2

(
p

i

)
(kp)i ≡ 0 mod p2.
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Also erhalten wir:
rp−1 − 1 ≡ ap(p−2)p mod p2.

Da a 6≡ 0 mod p, ist auch ax 6≡ 0 mod p und daher rp−1 − 1 6≡ 0 mod p2,
das heißt rp−1 = 1 + bp mit p - b. Mit Lemma 4.10 folgt nun 〈rp−1〉 = Ek,
das heißt ord rp−1?pk−1 und damit pk−1 | ord r. Zusammen mit p − 1 | ord r
erhalten wir ord r = (p− 1) pk−1, also Z∗

pk
= 〈r〉.

Bemerkung
In Definition 4.8 haben wir festgestellt, dass es schwierig ist, eine Primitiv-
wurzel modulo p zu finden. Haben wir aber eine solche gefunden, etwa a, so
können wir sofort eine Primitivwurzel modulo pk angeben, nämlich r = ap−p.

4.12 Satz
Sei k ∈ N. Für k ≥ 3 ist Z∗

2k
nicht zyklisch. Für k ≥ 2 gilt:

Z∗
2k
∼= Z2 × Z2k−2

∼=
〈
−1
〉
×
〈
5
〉
.

Beweis:
Wir zeigen zuerst: ord 5 = 2k−2. Sei r ≥ 2 und z ≡ 0 mod 2r+1. Dann ist
z2 ≡ 0 mod 2r+2 und 2z ≡ 0 mod 2r+1, aber 2r 6≡ 0 mod 2r+2 und daher

(1 + z)2 − 1 = 2z + z2 ≡ 0 mod 2r+1, aber (1 + z)2 − 1 6≡ 0 mod 2r+2.

Da 5 = 22 + 1 folgt induktiv

52m − 1 ≡ 0 mod 2m+2, aber 52m − 1 6≡ 0 mod 2m+2.

Also ist ord 5 = 2k−2 in Z∗
2k

.
Wir definieren nun

ψ : Z2 × Z2k−2 → Z∗
2k ,
(
a, b
)
7→
(
−1
)a (

5
)b
.

Wegen

ψ
((
a+ c, b+ d

))
=

(
−1
)a+c

5
b+d

=

=
(
−1
)a

5
b (−1

)c
5
d

=

= ψ
((
a, b
))
ψ
((
c, d
))

ist ψ ein Gruppenhomomorphismus. Weil die Gruppen Z2 × Z2k−2 und Z∗
2k

dieselbe Ordnung haben, müssen wir Kerψ =
〈(

0, 0
)〉

zeigen. Sei
(
a, b
)
∈

Kerψ, das heißt
(
−1
)a

5
b

= 1, also (−1)a 5b ≡ 1 mod 2k. Da 5 ≡ 1 mod 4
ist insbesondere 5b 6≡ −1 mod 2k. Deshalb folgt (−1)a ≡ 1 mod 2k und
wegen ord 5 = 2k−2 folgt b ≡ 0 mod 2k−2. Also ist Kerψ =

〈(
0, 0
)〉

, das
heißt ψ ist ein Homomorphismus.
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4.13 Folgerung
Sei m ∈ N und P die Menge der Primzahlen. Es gilt: Z∗

m ist zyklisch, genau
dann, wenn m ∈ {1, 2, 4, p∗, 2p∗ | p ∈ P \ {2} , k ∈ N}.

Beweis:
Wir zeigen zunächst, dass Z∗

m zyklisch ist. Z∗
2 = 〈id〉 und Z∗

4
∼= Z2 sind

zyklisch; für p ∈ P\{2} ist Z∗
pk

nach 4.11 zyklisch und Z∗
2pk

∼= Z∗
2×Z∗

pk
= Z∗

pk
.

Sei nun Z∗
m zyklisch. Z∗

2pk
ist für k ≥ 3 nach 4.12 nicht zyklisch. Ist

m = pa1
1 , . . . , p

an
n eine Primfaktorzerlegung mit pi > 2, so ist

Z∗
m
∼= Zp

a1
1
× . . .× Zpann

und diese Gruppe ist genau dann zyklisch, wenn die Ordnungen paarweise

teilerfremd sind. Wegen 2 | pi − 1 und
∣∣∣Z∗

p
ai
i

∣∣∣ = (pi − 1) pai−1
i ist dies nur der

Fall, wenn k = 1. Z∗
2apb

ist für b ≥ 1 nur zyklisch, wenn a = 1.

Nun können wir beginnen, in bestimmten Fällen die Gruppen einer Ord-
nung zu klassifizieren. In 2.11 haben wir bereits gezeigt, dass Gruppen der
Ordnung p2, p prim, isomorph sind zu Zp2 oder zu Zp × Zp.

4.14 Satz
Sei p ≥ 2 prim. Jede Gruppe der Ordnung 2p ist isomorph zu Z2p oder zu
Dp.

Beweis:
Sei G eine Gruppe mit |G| = 2p. Nach dem Satz von Sylow 3.10 enthält
G eine p-Sylowgruppe N . Da |N | = p, ist N zyklisch, etwa N = 〈d〉. Nach
Sylow 3.10 ist NCG. Weiter gibt es ebenfalls nach Sylow eine 2-Sylowgruppe
S = 〈s〉 in G. Offensichtlich ist dann G = N · S und N ∩ S = 〈1〉, also
ist G = N oϕ S. Welche Homomorphismen ϕ : S → AutN gibt es? Da
AutN ∼= Z∗

p
∼= Zp−1 zyklisch ist, gibt es in AutN genau eine Untergruppe

der Ordnung 2, nämlich 〈α〉, wobei

α : N → N, x 7→ x−1.

Daher gibt es genau 2 mögliche Homomorphismen, und zwar

ϕ1 : S → AutN , ϕ1 (S) = {id}
ϕ2 : S → AutN , ϕ2 (S) = α.

Es ergeben sich

G1 = N oϕ1 S
∼= N × S ∼= Zp × Z2

∼= Z2p
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und
G2 = N oϕ2 S

∼= Dp .

Wenn wir Gruppen der Ordnung pq mit 2 < p < q klassifizieren wollen,
taucht ein neues Problem auf:

Im Fall p | q − 1 enthält Z∗
q eine zyklische Untergruppe der Ordnung

p, es gibt also ein nichttriviales semidirektes Produkt Zq o Zp. Allerings
kann der Erzeuger von Zp ja auf jeden Erzeuger von Z abgebildet werden.
Es gibt also p − 1 “verschiedene” semidirekte Produkte, die aber, wie sich
herausstellen wird, alle isomorph sind. Wir brauchen also Kriterien, wann
semidirekte Produkte isomorph sind. Diese liefert der folgende Satz:

4.15 Satz
Seien U,N Gruppen, ϕ : U → AutN ein Homomorphismus. Dann gilt:

1. Ist α ∈ AutU und ϕ : U → AutN,ψ = ϕ ◦ α, so ist

N oϕ U ∼= N oψ U.

2. Sei B ∈ AutN und ψ : U AutN,ψ (u) := B−1ϕ (u)B. Dann ist ψ ein
Homomorphismus und es gilt:

N oϕ U ∼= N oψ U.

Beweis:

1. Setze

τ : N oϕ U → N oψ U, un 7→ uα
−1

n ∀u ∈ U, n ∈ N.

Dann ist τ ein Isomorphismus: Jedes Element in n o U besitzt eine
eindeutige Darstellung der Form g = un mit u ∈ U, n ∈ N, also ist τ
bijektiv. τ ist ein Homomorphismus:

Seien u1, u2 ∈ U, n1, n2 ∈ N, dann gilt:

τ ((u1n1) (u2n2)) = τ
(
u1u2n

uϕ2
1 n2

)
= (u1u2)

α−1

n
uϕ2
1 n2 =

= uα
−1

1 uα
−1

2 n

“
uα

−1α
2

”ϕ
1 n2 =

= uα
−1

1 uα
−1

2 n

“
uα

−1

2

”ψ
1 n2 =

=
(
uα

−1

1 n1

)(
uα

−1

2 n2

)
=

= τ (u1n1) τ (u2n2)
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2. Für u1, u2 ∈ U gilt:

ψ (u1u2) = β−1ϕ (u1)ϕ (u2) β =

= β−1ϕ (u1) β
−1βϕ (u2) β

= ψ (u1)ψ (u2) ,

das heißt ψ ist Homomorphismus. Definieren nun:

τ : N oϕ U → N oψ U, un 7→ unβ (für u ∈ U, n ∈ N ).

Wie in 1. folgt: τ ist bijektiver Homomorphismus.

4.15 ist noch nicht ganz in der Form, die wir benötigen.

4.16 Lemma
Sei ϕ : Zn → Zk ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

ϕ (Z∗
n) = Z∗

k.

(Beachte: Z∗
n ist keine Untergruppe von Zn, sondern nur eine Teilmenge,

die Verknüpfung ist anders.)

Beweis:
Wegen ordϕ (x) | ord x (für jeden Homomorphismus), gilt k | n. Sei n =
p1a1 · . . . ·parr die Primzahlzerlegung. Dann ist k = pb11 · . . . ·p

bk
k mit 0 ≤ bi ≤ ai

und es gilt:

Zn
∼= Zp

a1
1
× . . .× Zparr und Zk

∼= Z
p
b1
1
× . . .× Zpbrr

.

Aus Ordnungsgründen gilt dann: ϕ
(
Zp

ai
i

)
= ϕ

(
Z
p
bi
i

)
. Es genügt wegen

Z∗
n
∼= Z∗

p
a1
1
× . . .× Z∗

parr
und Z∗

k
∼= Z∗

p
b1
1

× . . .× Z∗
pbrr

daher zu zeigen: Ist p prim, a ≥ b und ϕi : Zpa → Zpb surjektiv, so ist
ϕ
(
Z∗
pa

)
= Z∗

pb
. Wegen Zpa =

〈
1
〉

ist Zpb =
〈
ϕ
(
1
)〉

. Für z ∈ Z ist

ϕ (z) = ϕ(1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
z–mal

) = ϕ(1) + . . .+ ϕ(1)︸ ︷︷ ︸
z–mal

= zϕ (z) .

Ist z ∈ Z∗
pa , so gilt p - z, also ist zϕ

(
1
)

= ϕ (z) ∈ Z∗
pb

und damit ϕ
(
Z∗
pa

)
⊂

Z∗
pb

. In jeder Gruppe G gilt: Ist g ∈ G, so ist G = {xg | x ∈ G}. Wir haben

ϕ
(
1
)
∈ Z∗

pb
und daher

Z∗
pb =

{
zϕ
(
1
)
| z ∈ Z∗

pb

}
=
{
zϕ
(
1
)
| z ∈ Z, p - q

}
und damit ϕ

(
Z∗
pa

)
= Z∗

pb
.
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4.17 Satz
Sei N eine Gruppe und U = 〈u〉 ∼= Zn. Sei ϕ : U → AutN gegeben durch
ϕ (u) = γ ∈ AutN . Sei ψ : U → AutN gegeben durch ψ (u) = γi ∈ AutN .
Gilt ordϕ γ = ord γi, so ist

N oϕ U = N oψ U.

Beweis:
Da ordϕ (u) | ordu = n, ist ϕ : 〈u〉︸︷︷︸

∼=Zn

→ 〈γ〉︸︷︷︸
∼=Zordϕ γ

= Imϕ surjektiv. Wegen

ord γ = ord γi ist i ∈ Z∗
ord γ. Also gibt es nach 4.16 ein a ∈ Z∗

n, so dass
ϕ (uα) = γi. Wegen a ∈ Z∗

n ist die Abbildung

α : 〈u〉 → 〈u〉 , x 7→ xα

ein Automorphismus von 〈u〉 und es gilt ψ = ϕ ◦ α. Nach 4.15 gilt dann

N oϕ U ∼= N oψ U.

4.18 Satz
Seien p, q prim mit 2 < p < q und sei G eine Gruppe der Ordnung pq. Dann
gilt:

1. Falls p - q − 1, ist G ∼= Zpq zyklisch.

2. Gilt p | q−1, so gibt es in Aut Zq
∼= Aut Z∗

q ein Element r der Ordnung
p und durch

ϕ : Zp = 〈g〉 → Aut Zq, g
i 7→ ri

wird ein nichttrivialer Homomorphismus definiert. Es gilt: G ist ent-
weder zyklisch oder G ∼= Zq oϕ Zp.

Beweis:
SeiQ eine q-Sylowgruppe vonG. Nach dem Satz von Sylow 3.10 ist

∣∣Sylq G
∣∣ ≡

1 mod q und
∣∣Sylq G

∣∣ | p, also ist
∣∣Sylq G

∣∣ = 1 und damit QCG. Sei P eine
p-Sylow. Dann ist G = PQ und P ∩ Q = 〈1〉 und daher G = Q oϕ P für
irgendein ϕ : P → AutQ ∼= Z∗

q
∼= Zq−1.

Gilt p - q− 1, so gibt es in AutQ kein Element der Ordnung p. Daher ist
ϕ (P ) = 〈id〉 und folglich

G ∼= P ×Q ∼= Zp × Zq
∼= Zpq.
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Im Fall p | q − 1 gibt es in AutQ ∼= Zq−1 ein Element r der Ordnung p.
Sei P = 〈g〉, dann wird durch

ϕ : P → AutQ, gi 7→ ri

ein nichttrivialier Homomorphismus gegeben. Die weiteren möglichen nicht-
trivialien Homomorphismen sind

ϕj : P → AutQ, gi 7→
(
rj
)i
, 1 < j < p.

Nach 4.17 gilt: P nϕ Q ∼= P nϕj Q. Also folgt insgesamt:

G ∼= Zp × Zq
∼= Zpq oder G ∼= P nϕ Q = Zp nϕ Zq.

4.19 Bemerkung Beschreibung von Gruppen durch Erzeuger und Relatio-
nen
Eine kurze Möglichkeit, Gruppen zu beschreiben, ist die Beschreibung durch
Erzeuger und Relationen. Eine solche Beschreibung hat die Form

G = 〈g1, . . . , gn | R〉 ,

wobei R eine Menge von Gleichungen (“Relationen”) ist, die die Erzeuger
g1, . . . , gn erfüllen, z.B.

G1 =
〈
g | g6 = 1

〉
oder

G2 =
〈
s, d | dn = s2 = 1, sdsd = 1

〉
.

Für endliche Gruppen gilt:

G = 〈g1, . . . gn | R〉

ist die endliche Gruppe größtmöglicher Ordnung, die Erzeuger g1, . . . , gn be-
sitzt, die die Relationen aus R erfüllen. In unseren Beispielen ist G1

∼= Z6

(Z3 = 〈〉 erfüllt die Relationen auch, hat aber nciht die maximale Ordnung)
und G2

∼= Dn.
Im allgemeinen ist es schwierig, die Ordnung einer durch Erzeuger und

Relationen beschriebenen Gruppe herauszufinden. Bei semidirekten Produk-
ten lässt sich zeigen: Ist U = 〈u1, . . . , uk | RU〉 und N = 〈n1, . . . , nm | RN〉
und ϕ : U → AutN ein Homomorphismus, so gilt:

N oϕ U =

〈
u1, . . . , uk, n1, . . . , nm | RU ∪RN ∪

∪
{
u−1
j niuj = n

ϕ(uj)
i | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k

}〉
.
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Für die Gruppe aus 4.18 erhalten wir z.B.:

G =
〈
a, b | aq = bp = 1, b−1ab = ar

〉
,

wobei r ∈ Z∗
q Ordnung p hat.

5 Gruppenoperationen

Gruppenoperationen sind ein wichtiges Hilfsmittel mit Anwendungen sowohl
innerhalb als auch außerhalb der Gruppentheorie (z. B. in der Kombinatorik,
Zahlentheorie,...). Um die Stärke zu demonstrieren, werden wir die Aussage
des Satzes von Sylow verallgemeinern.

Für eine Menge Ω bezeichne SΩ die symmetrische Gruppe auf Ω. Grup-
penoperationen lassen sich auf zwei äquivalente Arten definieren.

5.1 Definition Operation
• Eine Gruppenoperation von G auf Ω ist ein Gruppenhomomorphismus

ϕ : G→ SΩ .

Dazu äquivalent:
• Eine Gruppenoperation von G auf Ω ist eine Abbildung

Ω×G→ Ω, (α, g) 7−→ αg

derart, dass für alle α ∈ Ω und alle g, h ∈ G gilt (αg)h = α(gh), α1 = α.
Der Homomorphismus ϕ : G→ SΩ wird dann gegeben durch

ϕ(g) =

(
α
αg

)
.

Die Operation heißt treu oder effektiv, wenn ϕ injektiv ist.
Sie heißt trivial, wenn Ker(ϕ) = G.

5.2 Beispiel

1. Sn operiert treu auf {1, . . . , n}.

2. Dn operiert treu auf den Ecken eines regelmäßigen n-Ecks. Versieht man
die Ecken mit den Zahlen 1, . . . , n, so operiert Dn auch treu auf 1, . . . , n.
Daraus folgt D3

∼= S3, die 2-Sylowgruppen von S4 sind isomorph zu D4.
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3. Sei U ≤ G. G operiert auf den Rechtsnebenklassen von U durch Rechts-
multiplikation. Der zugehörige Homomorphismus ist gerade der in 1.8
konstruierte.

4. G operiert durch Konjugation auf

• der Menge ihrer Elemente,

• der Menge der nichtleeren Teilmengen von G,

• der Menge der Untergruppen (der p-Untergruppen, der Untergrup-
pen von Ordnung n||G|, . . .) von G,

• der Menge der p-Sylowgruppen von G.

5. Gl(n,Fq) operiert auf der Menge der k-dimensionalen Untervektor-
räume von (Fq)n.

Der letzte Punkt in 4 verdient es, besonders hervorgehoben zu werden:

5.3 Satz
Sei G eine Gruppe mit genau n p-Sylowgruppen P1, . . . , Pn, n > 1. Durch
ψ : G → Sn, ψ(g) = σ, wobei g−1P1g = Pσ(1), . . . , g

−1Png = Pσ(n) wird ein
nichttrivialer Homomorphismus definiert und es gilt Ker(ψ) =

⋂n
i=1 NG(Pi).

Beweis:
Nach Sylow sind die p-Sylowgruppen konjugiert, d. h. ψ ist nicht trivial und
es gilt Ker(ψ) = {g ∈ G|g−1Pig = Pi, i = 1, . . . , n} =

⋂n
i=1 NG(Pi).

Als kleine Anwendung zeigen wir:

5.4 Satz
Ist |G| = 112 = 24 · 7, so ist G nicht einfach.

Beweis:
Ist die 2-Sylowgruppe nicht normal in G, so gilt | Syl2G| = 7 nach Sylow. Die
Operation von G auf Syl2G durch Konjugation liefert einen nichttrivialen
Homomorphismus ψ : G → S7. Dann ist auch sign ◦ψ : G → {−1, 1} ein
Homomorphismus. Ist sign ◦ψ nicht trivial, so ist Ker(sign ◦ψ) 6= G und
Ker(sign ◦ψ)CG. Sonst ist Im(ψ) ≤ A7. Da |G| - |A7 | = 23 ·32 ·5 ·7, kann A7

keine zu G isomorphe Untergruppe enthalten, also ist ψ weder trivial noch
injektiv und Ker(ψ) daher ein nichttrivialer Normalteiler von G.

5.5 Definition Stabilisator
G operiere auf Ω. Sei α ∈ Ω. Die Menge Gα := {g ∈ G|αg = α} heißt
Stabilisator von α in G. Andere Bezeichnungen sind Fixuntergruppe, Isotro-
piegruppe und Standuntergruppe.
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5.6 Satz
G operiere auf Ω. Sei α ∈ Ω. Gα ist eine Untergruppe von G und für x ∈ G
gilt Gαx = (Gα)

x.

Beweis:
Seien x, y ∈ Gα, dann ist αxy = (ax)y = αy = α. Also ist xy ∈ Gα und damit
ist Gα Untergruppe von G.
Es gilt

y ∈ Gαx ⇐⇒ (αx)y = αx

⇐⇒ αxyx
−1

= α

⇐⇒ xyx−1 ∈ Gα

⇐⇒ y ∈ x−1Gαx = (Gα)
x

Bemerkung
G operiert durch Konjugation

• auf der Menge ihrer Elemente. Der Stabilisator eines Elements x ∈ G
ist der Zentralisator ZG(x).

• auf der Menge der Untergruppen U ≤ G. Der Stabilisator von U ist
der Normalisator NG(U).

Einige Aussagen in (setze REF!) folgen daher aus 5.6

5.7 Definition Bahn
G operiere auf Ω. Sei α ∈ Ω. Die MengeαG := {αg|g ∈ G} heißt Bahn (engl.
orbit) von α. Die Anzahl der Elemente einer Bahn heißt auch Länge der
Bahn.

Bemerkung
Die Bahnen gehen von einer Äquivalenzrelation hervor, nämlich aus

α ∼ β ⇐⇒ ∃g ∈ G : αg = β.

Sind daher B1, . . . , Bn die Bahnen von G auf Ω, so gilt

Ω =
n⋃
i=1

Bi disjunkt.

5.8 Satz Bahnengleichung
G operiere auf Ω. Für α ∈ Ω gilt

|αg| = |G|
|Gα|
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. Ist Λ ein Vertretersystem der Bahnen von G auf Ω, so gilt

|Ω| =
∑
α∈Λ

|G|
|Gα|

(Bahnengleichung)

Beweis:
Für x, y ∈ G gilt

αx = αy ⇐⇒ αyx
−1

= α

⇐⇒ yx ∈ Gα

⇐⇒ y ∈ Gαx.

Es gibt also in der Bahn αG genauso viele Elemente, wie es Nebenklassen
von Gα gibt, nämlich |G|

|Gα| Stück. Die Bahnengleichung folgt dann aus

Ω =
⋃
α∈Λ

αG

.

Bemerkung
Sei H ≤ G. Betrachten wir die Operation von H auf G durch Konjugation,
so sind die Bahnen gerade die H-Konjugationsklassen und (setze REF!) folgt
aus 5.8. Auch die Klassengleichung (setze REF!) folgt sofort.
Lassen wir H auf der Menge der Untergruppen von G durch Konjugation
operieren, so folgt (setze REF!).

Wir demonstrieren nun die Stärke des Konzepts der Gruppenoperationen,
indem wir im folgenden Satz auf einen Schlag den Satz von Cauchy und die
Aussage (setze REF!) des Satzes von Sylow erneut beweisen. Die Aussage
aus dem Satz von Sylow wird dabei sogar noch verallgemeinert.
Beachte: Der Beweis verwendet außer Gruppenoperationen nur Aussagen
über Nebenklassen von Untergruppen und Kenntnisse über Untergruppen
zyklischer Gruppen.

5.9 Satz Cauchy, Sylow (setze REF!) und mehr
Sei p prim und |G| = pa · m mit p - m. Für 0 ≤ s ≤ a bezeichne rs die
Anzahl der Untergruppen der Ordnung ps von G. Dann gilt rs ≡ 1 mod p.
Insbesondere ist rs ≤ 1 (Cauchy) und ra ≡ 1 mod p (Sylow).

Beweis nach Wielandt:
Sei n := |G|

ps
= pa−s ·m und sei Ω := {M ⊂ G||M | = ps}. Offensichtlich gilt

|Ω| =
(
nps

ps

)
. G operiert auf Ω durch Rechtsmultiplikation, da für g ∈ G gilt
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|Mg| = |M |.
Seien Ti die Bahnen dieser Operation, Mi ein Repräsentant von Ti und sei
Ui := GMi

= {g ∈ G|Mig = Mi} der Stabilisator von Mi. Dann gilt |Ti| =
|G|
|Ui| . Aus MiUi = Mi folgt Mi =

⋃ki
j=1 gijUi für bestimmte gij ∈ G, das

heißt Mi ist Vereinigung von Nebenklassen von Ui. Also ist ps = |Mi| =
ki · |Ui| ⇐⇒ |Ui| = ps

ki
und folglich |Ui| = pbi mit bi ≤ s. Ist |Ui| = pbi < ps,

so gilt |Ti| = |G|
|Ui| = psn

pbi
≡ 0 mod pn. Ist |Ui| = ps, so gilt |Ti| = psn

ps
= n.

Insgesamt erhalten wir(
nps

ps

)
= |Ω| ≡

∑
|Ti|=n

|Ti| mod pn (*)

Wir zeigen nun: #{Ti||Ti| = n} = rs.
Ist nämlich |Ti| = n, so gibt es ein mi ∈ Mi derart, dass Mi = miUi. Dann
ist miUim

−1
i =: Vi ≤ Ti eine Untergruppe der Ordnung ps in Ti.

Ist andererseits U ≤ G mit |U | = ps, so ist T := {Ug|g ∈ G} eine Bahn

mit |T | = |G|
|U | = n. Sind Vi, Vj Untergruppen von G mit |Vi| = |Vj| = ps, so

gilt Vi = Vjg für ein g ∈ G. Also gibt es ein vj ∈ Vj mit 1 = vjg und damit
g = v−1

j ∈ Vj, ergo Vi = Vj.
Kurz: verschiedene Untergruppen mit Ordnung ps liegen in verschiedenen
Bahnen. Setzen wir das Erhaltene in (*) ein, so erhalten wir

(
nps

ps

)
≡ nrs

mod pn. Diese Kongruenz gilt für alle Gruppen mit Ordnung pam, insbe-
sondere auch für die zyklische. Bei der zyklischen Gruppe ist bekanntlich
rs = 1, also ist

(
nps

ps

)
≡ n mod pn. Damit gilt für beliebige Gruppen G mit

|G| = pam: n ≡ n ·rs mod pn, also pn|nrs−n = n(rs−1) und damit p|rs−1
bzw. rs ≡ 1 mod p.

5.10 Folgerung
Sei p prim und P eine Gruppe der Ordnung pa. Sei 1 ≤ s ≤ a. Dann enthält
P einen Normalteiler der Ordnung ps.

Beweis:
P operiert durch Konjugation auf der Menge Ω := {U ≤ P ||U | = ps} der Un-
tergruppen von P mit Ordnung ps. Sei rs := |Ω|. Nach der Bahnengleichung

gilt dann rs = |Ω| =
∑

i
|P |
PUi

, wobei Ui Repräsentanten der verschiedenen

Bahnen sind. Für die Stabilisatoren PUi erhalten wir PUi = {g ∈ G|g−1Uig =
Ui} = NP (Ui). Also ist

rs =
∑
i

|P |
|NP (Ui)|

(*)

Weil P eine p-Gruppe ist, gilt p| |P |
NP (Ui)

⇐⇒ NP (Ui) 6= P . Nach 5.9 ist rs ≡ 1
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mod p, also p - rs. Also gibt es in (*) einen Summanden, der nicht durch p
teilbar ist, d. h. es gibt Ui ∈ Ω mit NP (Ui) = P ⇐⇒ Ui C P .

Für weitere Aussagen über Untergruppen von p-Gruppen benötigen wir
zunächst eine Aussage über deren Normalisatoren:

5.11 Lemma Matsuyama
Sei p prim, P eine p-Gruppe und H < G. Dann ist entweder H C P oder es
gibt ein x ∈ P mit Hx 6= H und Hx ≤ NP (H).

Beweis:
Sei H 6 P . Wir setzen X := {Hx|x ∈ P}\{H}. Dann ist X 6= ∅ und
H operiert auf X durch Konjugation. Nach Lemma (setze REF!) gibt es

|P |
|NP (H)| H-Konjugierte von H in P , also ist |X| = |P |

|NP (H)| − 1 6≡ 0 mod p.
Die Längen der Bahnen von H auf X sind nach Lemma 5.8 Potenzen von p.
Wegen |X| 6≡ 0 mod p folgt, dass es eine Bahn der Länge 1 gibt, etwa {Hy}.
Dann ist h−1Hyh = Hy für h ∈ H, das heißt es gilt H ≤ NP (Hy). Setzen wir
x := y−1, so ist nach (setze REF!) Hx ≤ NP (Hy)x = NP (Hyx) = NP (H).

5.12 Folgerung
Sei p prim, P eine p-Gruppe. Ist H < P , so ist H < NP (H).

Beweis:
Ist H C P , so ist NP (H) = P > H. Ist H 6 P , so gibt es nach 5.11 ein
Hx 6= H mit Hx ≤ NP (H), also ist NP (H) > H.

5.13 Folgerung
Sei p prim, P eine p-Gruppe mit |P | = pn. Alle Untergruppen der Ordnung
pn−1 sind Normalteiler in P .

Beweis:
Nach 5.12 ist NP (H) = P für H < P mit |H| = pn−1.

Mit 5.12 und 5.13 können wir einen weiteren Satz über Untergruppen von
p-Gruppen beweisen:

5.14 Satz
Sei P eine p-Gruppe und H < P mit |H| = ps. Sei

a := |{K < P |H < K und |K| = ps+1}|

die Anzahl der Untergruppen von P mit Ordnung ps+1, die H enthalten. Dann
ist a ≡ 1 mod p. Insbesondere ist a ≥ 1.
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Beweis:
Nach 5.12 ist N < NP (H). Ist K ≤ P mit H < K und |K| = ps+1, so gilt
H C K nach 5.13. Laut (setze REF!) ist daher K ≤ NP (H). Wir wenden nun
den Korrespondenzsatz auf θ : NP (H) → NP (H)/H an. Die Untergruppen
K mit H < K und |K| = ps+1 entsprechen dabei den Untergruppen der
Ordnung p von NP (H)/H. Für deren Anzahl a gilt a ≡ 1 mod p nach 5.9.

5.15 Bemerkung
Sei p prim, P eine p-Gruppe mit |P | = pn. Für 1 ≤ s < n sei rs die Anzahl
der Untergruppen von P mit Ordnung ps. Nach 5.9 ist rs ≡ 1 mod p. Der
einfachste Fall wäre also rs = 1. In diesem Fall lässt sich zeigen:

• Ist r1 = 1, so ist P zyklisch oder es ist p = 2 und P ist eine sogenannte
verallgemeinerte Quaternionengruppe.

• Ist rs = 1 für s > 1, so ist P zyklisch.

Für die Kombinatorik interessant ist das folgende Lemma

5.16 Satz Lemma von Cauchy-Frobenius
(oft falsch als Lemma von Burnside bezeichnet)
G operiere auf Ω. Für g ∈ G bezeichne F (g) := {α ∈ Ω|αg = α}. die Menge
der Fixpunkte von g. Dann gilt für die Anzahl N der Bahnen von G auf Ω

N =
1

|G|
∑
g∈G

|F (g)|,

das heißt, die Zahl der Bahnen ist gleich der durchschnittlichen Zahl der
Fixpunkte.

Beweis:
Es gilt α ∈ F (g) ⇐⇒ g ∈ Gα. Damit ist∑

g∈G

|F (g)| =
∑
g∈G

∑
α∈F (g)

1 =
∑
α∈Ω

∑
g∈Gα

1 =

=
∑
α∈Ω

|Gα|
5.8
= |G|

∑
α∈Ω

1

|αG|
= |G| ·N

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass jede Bahn den Beitrag 1 zur Summe
liefert.

Eine gruppentheoretische Folgerung aus dem Lemma von Cauchy-Frobenius
ist

52



5.17 Folgerung
Für die Anzahl c der Konjugationsklassen von g gilt

c =
1

|G|
∑
g∈G

|CG(g)|.

Beweis:
G operiert durch Konjugation auf sich selbst, die Bahnen sind die Konjuga-
tionsklassen und für g ∈ G gilt

F (g) = {x ∈ G|g−1xg = x} = {x ∈ G|x−1gx = g} = CG(g).

5.18 Definition transitiv
G operiere auf Ω. Die Operation heißt transitiv, wenn es nur eine einzige
Bahn gibt, d. h. wenn zu α, β ∈ Ω ein g ∈ G existiert mit αg = β.
Die Operation heißt n-transitiv, wenn zu jedem Paar (α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn)
von n-Tupeln mit α1, . . . , αn paarweise verschieden (genauso für (β1, . . . , βn))
ein g ∈ G existiert derart, dass αgi = βi für i = 1, . . . , n.

5.19 Beispiel
Offensichtlich ist eine transitive Operation 1-transitiv und eine n-transitive
Operation ist (n− 1)-transitiv.

1. Dn operiert transitiv auf den Ecken des regelmäßigen n-Ecks.

2. Sn operiert n-transitiv auf {1, . . . , n}.

3. An operiert (n− 2)-transitiv auf {1, . . . , n}.

Beweis:

1. Dn operiert transitiv, weil schon 〈d〉 transitiv operiert.

2.

(
α1 . . . αn
β1 . . . βn

)
tut es.

3. Seien α1, . . . , αn−2 ∈ {1, . . . , n} paarweise verschieden und β1, . . . , βn−2 ∈
{1, . . . , n} paarweise verschieden. Dann gibt es αn−1, αn, βn−1, βn der-
art, dass {α1, . . . , αn} = {1, . . . , n} = {β1, . . . , βn}. Wir betrachen

σ =

(
α1 . . . αn−2 αn−1 αn
β1 . . . βn−2 βn−1 βn

)
,

π =

(
α1 . . . αn−2 αn−1 αn
β1 . . . βn−2 βn βn−1

)
.

Dann ist (αn−1 αn) ◦ σ = π und daher sign(π) = − sign(σ). Folglich
liegt eine der beiden Permutationen in der An.
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5.20 Satz Frattini-Argument I
G operiere auf Ω. Besitzt G eine Untergruppe U , die transitiv auf Ω operiert,
so gilt G = GαU für alle α ∈ Ω.

Beweis:
Sei α ∈ Ω fest. Zu jedem g ∈ G gibt es ein x ∈ U derart, dass αg = αx. Also
ist αgx

−1
= α und damit gx−1 ∈ Gα, d. h. es gilt g ∈ Gαx ⊂ GαU .

Bemerke: es gilt auch G = UGα, ersetze g durch g−1 im Beweis.

5.21 Satz Frattini-Argument II
Sei M CG. Dann gilt für jede p-Sylowgruppe P von M

G = M NG(P ).

Beweis:
WegenMCG operiert G auf SylP M durch Konjugation. Nach Sylow operiert
M dabei transitiv. Für P ∈ SylP G ist der StabilisatorGP = {g ∈ G|g−1Pg =
P} = NG(P ). Mit dem Frattini-Argument I folgt G = M NG(P ).

5.22 Satz
G operiere transitiv auf Ω. Dann sind äquivalent:

1. G operiert 2-transitiv auf Ω.

2. Für jedes x ∈ Ω operiert Gx transitiv auf Ω\{x}.

Beweis:
Operiere zunächst G 2-transitiv auf Ω. Seien β, γ ∈ Ω\{α}. Nach Vorausset-
zung gibt es ein g ∈ G mit (αg, βg) = (α, γ). Offensichtlich ist g ∈ Gα.
Operiere umgekehrt Gx transitiv auf Ω\{x} für alle x ∈ Ω, und seien α 6= β ∈
Ω und γ 6= δ ∈ G. Dann gibt es ein g ∈ Gα derart, dass βg = δ und ein h ∈ Gδ

mit αh = γ. Für das Element gh gilt dann (αgh, βgh) = (αh, δh) = (γ, δ).

6 Symmetrische und alternierende Gruppen

Neben der Zykelschreibweise sind als Vorkenntnisse bereits vorhanden:

• Jedes σ ∈ Sn lässt sich (bis auf die Reihenfolge eindeutig) als Produkt
disjunkter Zykel schreiben.

• Sn wird von den Transpositionen (= 2-Zykel) erzeugt.

• An wird von 3-Zykeln erzeugt.
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Wir beginnen damit, die Konjugationsklassen von Sn und An zu bestimmen.
Dabei sind folgende Bezeichnungen hilfreich:

6.1 Definition Zykelpartition, Zykeltyp
Sei σ ∈ Sn, σ = σ1 · . . . · σk die Zerlegung in disjunkte Zykel. Sei ordσ1 ≥
ordσ2 ≥ . . . ≥ ordσk. Das Tupel (ordσ1, . . . ordσk) heiß Zykelpartition von
σ. Sei nun ai die Vielfachheit i in der Zykelpartition von σ. Das Tupel
(a1, a2, . . . , an) heißt Zykeltyp von σ.

Beispiel
τ = (123) (45) (67) (89) ∈ S11 hat die Zykelpartition (3, 2, 2, 1, 1) und den
Zykeltyp (2, 3, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Beim Zykeltyp werden in der Regel die
Nullen am Ende weggelassen. Steht n fest, so werden gelegentlich auch die
Einsen am Ende der Zykelpartition weggelassen. Die Zykelpartition schreibt
man abkürzend in der Form

(nan , (n− 1)an−1 , . . . , 1a1) ,

das heißt die Zykelpartition von τ wäre (3, 23, 12). Die folgende Rechenregel
liefert uns die Konjugationsklassen der Sn:

6.2 Lemma Rechenregel
Sei σ = (i1, . . . , ir1) (ir+1, . . . , ir2) . . . (. . . , irk) ∈ Sn die Zerlegung in disjunkte
Zykel und sei π ∈ Sn. Dann gilt:

π−1σπ = (π (i1) , . . . , π (ir1)) (π (ir+1) , . . . , π (ir2)) . . . (. . . , ) (irk) .

Beweis:
Wir können σ in der Form

(
i

σ(i)

)
als Abbildung schreiben. In dieser Schreib-

weise ist

π−1σπ =

(
π (i)

i

)(
i

σ (i)

)(
i

π (i)

)
=

=

(
π (i)

σ (i)

)(
i

π (i)

)
=

σ(i) ist

=
Bijektion

(
π (i)

σ (i)

)(
σ (i)

π (σ (i))

)
=

=

(
π (i)

π (σ (i))

)
.

Ist also
σ = . . . (. . . i σ (i) . . .) . . .
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in der Zykelschreibweise, so ist

π−1σπ = . . . (. . . π (i) π (σ (i)) . . .) . . . .

6.3 Satz Konjugationsklassen der Sn
σ, τ sind in Sn sind genau dann konjugiert, wenn sie dieselbe Zykelpartition
haben. Insbesondere ist die Zahl der Konjugationsklassen von Sn gleich der
Zahl der Partitionen von n.

Beweis:
Nach Lemma 6.2 haben konjugierte Elemente dieselbe Zykelpartition. Wir
müssen noch zeigen, dass alle Elemente mit derselben Zykelpartition konju-
giert sind.

Seien also
σ = σ1 · . . . · σk und τ = τ1 · . . . · τk

Zerlegungen in disjunkte Zykel mit ordσi = ord τi. Wir suchen ein π ∈ Sn mit
π−1σπ = τ . Dieses π erhalten wir nach 6.2 durch “Untereinanderschreiben”:

σ = . . . (. . . i σ (i) . . .) . . .

τ = . . . (. . . j τ (j) . . .) . . .

und interpretieren als Abbildung: π ∈ Sn bildet untereinanderstehende Zah-
len aufeinander ab, das heißt π (i) = j, π (σ (i)) = τ (j) usw. Nach 6.2 gilt
dann: π−1σπ = τ .

Bemerkung
Die Zahl der Partitionen wächst sehr schnell an, lässt sich aber mit kombi-
natorischen Methoden recht gut berechnen. Es ist

P (5) = 7

P (10) = 42

P (20) = 627

P (50) = 204226

P (100) = 190569292

Für die Bestimmung der Konjugationsklassen der An brauchen wir in
einem einfachen Fall Aussagen über die Zentralisatoren CSn (σ). Wir bestim-
men CSn (σ) gleich allgemein:
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6.4 Satz
Sei σ ∈ Sn ein Element vom Zykeltyp (a1, . . . , an). Dann ist

CSn (σ) ∼= Sa1 × (Z2 op Sa2)× . . .× (Zn op San)

und es gilt:
|Zk op Sak | = ak!k

ak .

Faktoren mit ak = 0 sind dabei wegzulassen. Die Faktoren Zk op Sak lassen
sich dabei folgendermaßen beschreiben:

Seien (b11, . . . , b1k) , (b21, . . . , b2k) , . . . , (bak1, . . . , bakk) die Zykel der Länge
k in der Zerlegung von σ. Sei

Y := {bij | 1 ≤ i ≤ ak, 1 ≤ j ≤ k}

und
K := 〈(b11, . . . , b1k) , . . . , (bak1, . . . , bakk)〉 .

Dann ist K ∼= (Zk)
ak . Für jedes τ ∈ Sak wird durch

ψτ : K → K, (bi1, . . . , bik) 7→
(
bτ(i)1, . . . , bτ(i)k

)
ein Automorphismus von K gegeben. Die Abbildung

ϕ : Sak → AutK, τ 7→ ψτ

ist ein Gruppenhomomorphismus und es gilt:

Zk o Sak = K oϕ Sak ≤ SY .

Beweis:
〈σ〉 operiert als Untergruppe von Sn auf den Zahlen {1, . . . , n}. Die Bahnen
dieser Operation werden gerade durch die Zykel in der Zerlegung von σ in dis-
junkte Zykel gegeben, wobei wir die Zykel der Länge 1 hier nicht weglassen.
Ist σ = σ1 · . . . ·σr eine Zerlegung in disjunkte Zykel und ist σi = (b1, . . . , bli),
so ist Bi := {b1, . . . , bli} eine Bahn von 〈σ〉.

Sei nun τ ∈ CSn (σ). Dann gilt τ−1στ = σ, also ist τ−1σiτ = σj für
ein j ∈ {1, . . . , r} (hier geht 6.2 ein!). Nach 6.2 liefert dies τ (Bi) = Bj,
das heißt τ permutiert die Bahnen von σ. Da τ bijektiv ist, werden dabei
Bahnen gleicher Länge permutiert. Fassen wir die Bahnen gleicher Länge l
in Yl zusammen, also Yl :=

⋃
|Bi|=lBi, so ist demnach

τ ∈ SY1 × SY2 × . . .× SYn und CSn (σ) ≤ SY1 × . . .× SYn ,
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wobei leere Mengen weggelassen werden. Sei nun Y = Yk und seien bij, K, ϕ
wie im Satz. Wir setzen

πk := (b11, . . . , b1k) · . . . · (bak1, . . . , bakk) .

Dann ist CSn (σ) ∩ SY = CSY (πk) und CSn (σ) ist (nach 6.2) das direkte
Produkt der CSY (πk) für k = 1, . . . , n. Offensichtlich ist Koϕ Sak ≤ CSk (πk)
und es gilt

|K oϕ Sak | = |K|ak ak! = kakak!.

Die Konjugationsklasse Cπk von πk in SY besteht nach 6.3 aus den Elementen
von SY mit der gleichen Zykelpartition wie πk, also aus den Elementen, die
Produkt von akk-Zykeln sind. Davon gibt es in SY ∼= Sk·ak gerade

|Cπk | =
(kak)!

k (kak − k)!
· (kak − k)!

k (kak − 2k)!
· . . . · (2k)!

kk!
· k!
k
· 1

ak
=

(kak)!

kakak!

Stück. Also ist

|CSY (πk)| =
|SY |
|Cπk |

=
(kak)!k

akak!

(kak)!
= kakak!.

Das liefert:
CSY (πk) = K oϕ Sak

∼= Zk op Sak .

Damit können wir die Konjugationsklassen der An bestimmen (wobei wir
6.4 nur in einem einfachen Fall verwenden, den man auch wesentlich kürzer
beweisen kann).

6.5 Satz Konjugationsklassen der An

Sei σ ∈ An und C ⊂ Sn die Sn-Konjugationsklasse von σ, dann gilt: Ent-
weder ist C auch die An-Konjugationsklasse von σ oder C zerfällt in zwei
gleich große An-Klassen. C zerfällt genau dann in zwei An-Klassen, wenn in
der Zykelpartition von σ (mit Einsen!) alle Teile paarweise verschieden und
ungerade sind. Ist in diesem Fall τ ∈ Sn \An, so sind σ und τ−1στ in An

nicht zueinander konjugiert.

Beweis:
Wegen An C Sn liegt jede Sn-Konjugationsklasse entweder ganz in An oder
ganz in Sn \An. Sei CA die An-Klasse von σ und CS die Sn-Klasse. Nach 2.7
gilt:

|CS| =
|Sn|

|CSn (σ)|
und |CA| =

|An|
|CAn (σ)|

.
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Wegen CAn (σ) = CSn (σ) ∩ An ist

|CAn (σ)| = |CSn (σ)| oder |CAn (σ)| = |CSn (σ)|
2

.

Demnach gilt |CA| = |CS| oder |CA| = |CS|
2

. Offensichtlich zerfällt CS ge-
nau dann in zwei An-Klassen, wenn CAn (σ) = CSn (σ), das heißt, wenn
CSn (An) ≤ An gilt. Enthält nun σ in seiner Zerlegung σ = π1 · . . . · πk in
disjunkte Zykel einen Zykel πi gerader Länge, dann ist πi ∈ CSn (σ) \ An.
Enthält σ zwei Zykel derselben ungeraden Länge, also etwa

σ =
(
i1 σ (i1) . . . σ

r−1 (i1)
) (
i2 σ (i2) . . . σ

r−1 (i2)
)

mit ungeradem r, so ist

ρ = (i1i2) (σ (i1)σ (i2)) . . .
(
σr−1 (i1)σ

r−1 (i2)
)
∈ CSn (σ) \ An .

Ist umgekehrt σ = π1 · . . . · πk ein Produkt disjunkter Zykel mit paarweise
verschiedenen ungeraden Längen, so ist

CSn (σ) = 〈π1〉 × 〈π2〉 × . . .× 〈πk〉
6.4

≤ An .

Ist τ ∈ Sn \An, so sind σ und τ−1στ in An nicht konjugiert. Andernfalls gäbe
es ein π ∈ An, so dass

τ−1στ = π−1σπ ⇔ πτ−1στπ−1 = σ ⇔ τπ−1 ∈ CSn (σ) = CAn (σ) ≤ An .

Dann ist aber τ ∈ An π = An. Widerspruch!

Als nächstes wollen wir beweisen, dass An für n ≥ 5 einfach ist. Dafür gibt
es verschiedene Beweise. Der folgende Beweis vermeidet weitgehend lange
Rechnungen.

6.6 Lemma
A5 ist einfach.

Beweis:
In S5 gibt es 5!

5
= 25 5-Zykel, 5·4·3

3
= 20 3-Zykel und 1

2

(
5·4
2

3·2
2

)
= 15 Dop-

peltranspositionen. Diese bilden zusammen mit (1) die Gruppe A5. Nach
Satz 6.3 bilden diese Elemente jeweils S5-Konjugationsklassen. Laut Satz 6.5
zerfällt die S5-Klasse der 5-Zykel in zwei A5-Klassen mit je 12 Elementen.
Ist 〈1〉 < H C A5, so ist H Vereinigung von (1) mit einigen der Konjugati-
onsklassen. Also ist |H| Summe von 1 mit einigen der Zahlen 12, 12, 15, 20.
Keine dieser Summen ist jedoch ein echter Teiler von 60, also H = A5.
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6.7 Lemma
Sei H C An für n ≥ 5. Liegt ein 3-Zykel in H, so ist H = An.

Beweis:
Nach 6.4 enthält H die ganze Klasse, also alle 3-Zykel. Die 3-Zykel erzeugen
aber An, also ist H = An.

6.8 Lemma
A6 ist einfach.

Beweis:
Sei 〈1〉 < H C A6 und sei α ∈ H mit α 6= (1). Besitzt α einen Fixpunkt, das
heißt gibt es i ∈ {1, . . . , 6} mit α (i) = i, so betrachten wir

F := {β ∈ A6 | β (i) = i} .

Dann gilt F ∼= A5 und (1) 6= α ∈ F ∩ H. Nach dem 1. Isomorphiesatz 0.2
gilt: H ∩ F C F . Weil F nach 6.6 einfach ist, folgt H ∩ F = F und daher
F ≤ H. Da F 3-Zykel enthält, folgt H = A6 mit 6.7.

Wir können annehmen, dass kein Element vonH außer (1) einen Fixpunkt
besitzt. Ist α ∈ H mit α 6= (1), so hat α daher entweder die Zykelpartition
(4, 2) oder (3, 3). Nach 6.5 sind alle Elemente mit diesen Zykelpartitionen
jeweils konjugiert in A6, also ist entweder α1 = (12) (3456) ∈ H oder α2 =
(123) (456) ∈ H. Ist α1 ∈ H, so ist auch α2

1 ∈ H und α2
1 besitzt die Fixpunkte

1 und 2. Widerspruch! Ist α2 ∈ H, setzen wir β = (356); H enthält als
Normalteiler das Element (β−1αβ)α−1 = (24536), das 1 als Fixpunkt hat.
Widerspruch! Folglich kann so ein Normalteiler nicht existieren.

6.9 Satz
Für n ≥ 5 ist An einfach.

Beweis:
Sei 〈1〉 6= H C An. Ist β ∈ H mit β 6= (1), so gibt es ein i ∈ {1, . . . , n}
mit β (i) = j 6= i. Ist α ein 3-Zykel mit α (i) = i und α (j) 6= j, so gilt
β (α (i)) = β (i) = j und α (β (i)) = α (j) 6= j. Also kommutieren α und β
nicht, das heißt es ist β−1α−1βα 6= 1. Wegen H C An ist β−1 (α−1βα) ∈ H.
Nach 6.3 ist β−1α−1β ein 3-Zykel, das heißt das Element (β−1α−1β)α ist ein
Produkt von 2 3-Zykeln und bewegt daher höchstens 6 Zahlen i1, . . . , i6.

Sei Y := {i1, . . . , i6}. Ist |Y | < 6, so ergänzen wir Y mit beliebigen Zahlen
aus {1, . . . , n}, sodass |Y | = 6. Wir betrachten

F := {γ ∈ An | γ (i) = i ∀i mit i 6∈ Y } .

Dann ist F ∼= A6 und wegen β−1α−1βα ∈ F ∩ H ist F ∩ H > 〈1〉. Nach
dem 1. Isomorphiesatz 0.2 gilt F ∩H C F . Weil F nach 6.8 einfach ist, folgt
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F ∩H = F , das heißt F ≤ H. Damit liegt ein 3-Zykel in H und mit 6.7 folgt
H = An.

6.10 Folgerung
Sn und An sind nicht auflösbar für n ≥ 5.

6.11 Folgerung
Es gilt:

1. S′n = An für n ≥ 2 und Z (Sn) = 〈1〉 für n ≥ 3.

2. A′
n = An für n ≥ 5 und Z (An) = 〈1〉 für n ≥ 4.

Beweis:

1. Da Sn /An abelsch ist, gilt S′n ≤ An nach 2.15 Für n ≥ 3 ist (ij)−1 (jk)−1 (ij) (jk) =
(ijk), also liegen alle 3-Zykel im S′n. Die 3-Zykel erzeugen An und n = 2
trivial. Z (Sn) = 〈1〉 folgt leicht mit 6.3.

2. Da A′
n C An und Z (An) C An sind beide Aussagen für n ≥ 5 klar.

Z (A4) = 〈1〉 bleibt dem Leser zur Übung überlassen.

A5 ist eine einfache nicht abelsche Gruppe der Ordnung 60. Es gibt keine
nicht abelsche einfache Gruppe mit kleinerer Ordnung. Wieviele nicht abel-
sche Gruppen mit Ordnung 60 gibt es? Der folgende Satz zeigt: Es gibt nur
eine!

6.12 Satz
Sei G eine nicht abelsche einfache Gruppe mit |G| = 60. Dann ist G ∼= A5.

Beweis:
Wir untersuchen 2 Fälle:

1. G besitzt eine Untergruppe mit [G : U ] ≤ 5. Dann operiert G durch
Rechtsmultiplikation auf den Rechtsnebenklassen von U . Das liefert
nach 1.8 einen nicht trivialen Homomorphismus

ϕ : G→ Sn, wobei n = [G : U ] .

Weil ϕ nicht trivial ist, gilt Kerϕ 6= G. Also muss Kerϕ = 〈1〉 gelten,
das heißt ϕ ist injektiv und daher n = 5. Auch

sign ◦ϕ : G→ {1,−1}

ist ein Homomorphismus, offensichtlich nicht injektiv. Also ist Ker (sign ◦ϕ) =
G und daher ϕ (G) = A5, das heißt G ∼= A5 via ϕ.

61



2. Für alle U < G gilt [G : U ] ≥ 6. Sei S eine 2-Sylowgruppe von G. Jede
Gruppe U mit S < U ≤ G hat Ordnung 4 · 3 = 12, 4 · 5 = 20 oder
4 · 3 · 5 = 60. Nach Voraussetzung besitzt G aber keine Untergruppen
mit Ordnung 12 oder 20, also ist in diesem Fall bereits U = G.

Da S ≤ NG (S) und NG (S) 6= G (sonst wäre S Normalteiler), folgt
NG (S) = S. Nach dem Satz von Sylow 3.10 gibt es inG daher [G : NG (S)] =
15 2-Sylowgruppen. Schneiden sich je 2 beliebige 2-Sylowgruppen in
〈1〉, so enthalten die 15 2-Sylowgruppen zusammen 1 + 15 · 3 = 46 Ele-
mente. Gleichzeitig enthält G mindestens 6 5-Sylowgruppen. Da diese
trivialerweise Durchschnitt 〈1〉 haben, enthalten sie 6 ·4 = 24 Elemente
der Ordnung 5. Das liefert |G| ≥ 70. Widerspruch!

Also gibt es 2-Sylowgruppen R, T von G mit |R ∩ T | = 2. Sei R ∩ T =
{1, y}. Als Gruppen der Ordnung 4 sind R und T abelsch, also kom-
mutiert y mit den Elementen von R und T . Wir betrachten nun 〈R, T 〉.
Wegen R < 〈R, T 〉 folgt 〈R, T 〉 = G, denn G enthält ja keine Unter-
gruppen mit Ordnung 12 beziehungsweise 20. Das Element y kommu-
tiert mit den Erzeugern von 〈R, T 〉 = G, also ist y ∈ Z (G) und damit
Z (G) > 〈1〉. Da Z (G) 6= G ist Z (G) also nichttrivialer Normalteiler
von G.

Bemerkung
Die nachstgrößere nicht-abelsche Gruppe ist die PSL (2,F7) mit Ordnung
128.

Als nächstes wollen wir die p-Sylowgruppen der Sn bestimmen. Dabei
werden erneut die Kranzprodukte eine Rolle spielen. Wir berechnen zunächst
die Ordnung der p-Sylowgruppen.

6.13 Lemma
Sei p prim, n ∈ N. Für m ∈ N sei

µ (m) := pm−1 + pm−2 + . . .+ p+ 1.

Wir schreiben n in der Basis p, also

n = a0 + a1p+ a2p
2 + . . .+ atp

t mit 0 ≤ ai ≤ p− 1.

Die Ordnung einer p-Sylowgruppe der Sn ist pN , wobei

N = a1 + a2µ (2) + . . .+ atµ (t) .

Insbesondere ist pµ(k) die Ordnung einer p-Sylowgruppe Spk .
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Beweis:
Schreiben wir n! = pµ · n′ mit p - n′, so gilt

µ =

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+ . . . ,

denn
[
n
p

]
Faktoren von n! sind durch p teilbar,

[
n
p2

]
Faktoren von n! sind

durch p2 teilbar usw.
Ist nun n = a0 + a1p+ . . .+ atp

t wie im Satz, so gilt:

µ =

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+ . . .+

[
n

p2

]
=

= a1 + a2p+ a3p
2 + . . .+ atp

t−1 +

+ a2 + a3p+ a4p
2 + . . .+ atp

t−2

...

= a1 + a2 (p+ 1) + a3

(
p2 + p+ 1

)
+ . . . =

= a1 + a2µ (2) + a3µ (3) + . . .+ atµ (t) .

6.14 Satz Kaloujnine
Sei p prim. Die p-Sylowgruppe von Spn ist ein n-fach iteriertes reguläres
Kranzprodukt Wn = Zp orZp or . . .orZp, das heißt W1 = Zp und Wi+1 = Wi orZp.

Beweis:
Induktion über n, n = 1 ist klar, also etwa:

Y1 :=
{
1, . . . , pn−1

}
,

Y2 :=
{
pn−1 + 1, . . . , 2pn−1

}
,

. . .

Yp :=
{
(p− 1) pn−1, . . . , pn

}
.

Sei W
(i)
n−1 eine p-Sylowgruppe von SYi ≤ Spn . Offensichtlich ist dann das

direkte Produkt
W := W

(1)
n−1 ×W

(2)
n−1 × . . .×W

(p)
n−1

eine p-Untergruppe von Spn mit Ordnung

|W | =
∣∣∣W (1)

n−1

∣∣∣p = ppµ(n−1)
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(mit den Bezeichnungen von 6.13). Wir setzen nun:

σ :=
(
1, pn−1 + 1, . . . , (p− 1) pn−1 + 1

)
·

·
(
2, pn−1 + 2, . . . , (p− 1) pn−1 + 2

)
· . . . ·

(
pn−1, 2pn−1, . . . , pn

)
und Z := 〈σ〉 ∼= Zp. Mit der Bezeichnung τ = (1, 2, . . . , p) ist σ (Yi) = Yτ(i).
Nun können wir das semidirekte Produkt P := W oϕ Z mit

ϕ : Z → AutW,σ 7→
(
g 7→ σ−1gσ

)
bilden und erhalten eine p-Untergruppe der Ordnung

|P | = p |W | = p · ppn(n−1) = pµ(n).

Laut 6.13 ist P damit eine p-Sylowgruppe von Spn . Identifizieren wir jeweils
alle Zahlen Zahlen in Yi mit den entsprechenden Zahlen in Y1, so lassen sich
die Elemente g ∈ W in der Form g = (g1, . . . , gp) mit gi ∈ Wn−1 schreiben
und es gilt:

σ−1gσ =
(
gτ(1), . . . , gτ(p)

)
,

deshalb können wir P auch als Kranzprodukt

P ∼= Wn−1 op 〈τ〉 ∼= Wn−1 or Zp

auffassen.

6.15 Satz
Sei p prim, n ∈ N. Sei n = a0 +a1p+ . . .+atp

t mit 0 ≤ ai ≤ p−1. Für k ∈ N
bezeichne Wn eine p-Sylowgruppe von Spn und sei P eine p-Sylowgruppe von
Sn. Dann gilt:

P ∼= W a1
1 ×W a2

2 × . . .×W at
t .

Beweis:
Wir teilen die Menge X = {1, . . . , n} auf in a0 einelementige Teilmengen, a1

p-elementige, . . . , ak p
t-elementige. Ist Y so eine Teilmenge, so betrachten wir

eine p-Sylowgruppe auf SY . Diese hat nach 6.13 pµ(i) Elemente, falls |Y | = pi.
Nun sei P das direkte Produkt der p-Sylowgruppen auf den Teilmengen.

Dann ist P ≤ SX ∼= Sn eine p-Untergruppe der Ordnung pN , wobei

N = a1 + a2µ (2) + . . .+ atµ (t) .

Nach 6.13 ist P damit eine p-Sylowgruppe von SX ∼= Sn.

Wir beenden das Kapitel mit einem Satz , der dazu dient, eine Gruppe
der Ordnung 24 als S4 zu erkennen:
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6.16 Satz
Sei G eine Gruppe mit |G| = 24. Besitzt G genau vier 3-Sylowgruppen und
gilt Z (G) = 〈1〉, so ist G ∼= S4.

Beweis:
G operiert durch Konjugation auf der Menge Syl3G der 3-Sylowgruppen.
Das liefert einen nicht trivialen Homomorphismus

ϕ : G→ S4

mit Kerϕ =
⋂4
i=1 NG (Pi) (siehe ??), wobei P1, . . . , P4 die 3-Sylowgruppen G

bezeichnen. Nach dem Satz von Sylow 3.10 ist

4 = |Syl3G| =
|G|

|NG (Pi)|

und daher |NG (Pi)| = 6. Weil Pi C NG (Pi), liegt nur eine 3-Sylowgruppe in
NG (Pi). Wegen Pi ∩ Pj = 〈1〉 für i 6= j folgt

|NG (Pi) ∩ NG (Pj)| ≤ 2.

Angenommen, a ∈
⋂4
i=1 NG (Pi) ist ein Element der Ordnung 2. Für g ∈ G

ist dann

g−1ag ∈ g−1

(
4⋂
i=1

NG (Pi)

)
g =

4⋂
i=1

[
g−1 NG (Pi) g

]
=

4⋂
i=1

NG (P g
i ) =

=
4⋂
i=1

NG (Pi) .

Da
∣∣⋂4

i=1 NG (Pi)
∣∣ = 2 nach Annahme, folgt g−1ag = a für alle g ∈ G und

damit a ∈ Z (G). Dies steht im Widerspruch zu Z (G) = 〈1〉. Damit ist
Kerϕ = 〈1〉, also G ∼= S4.

Nach diesem Ausflug zu den nicht auflösbaren Gruppen widmen wir uns
im nächsten Kapitel besonders “schoönen” auflösbaren Gruppen, den soge-
nannten nilpotenten Gruppen.
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7 Nilpotente Gruppen

7.1 Definition Absteigende und aufsteigende Zentralreihe
Die absteigende Zentralreihe

G = K1 (G) ≥ K2 (G) ≥ . . .

wird rekursiv definiert durch

K1 (G) = G und Ki+1 (G) := [Ki (G) , G] .

Die Gruppen Zi (G) der aufsteigenden Zentralreihe

〈1〉 ≤ Z0 (G) ≤ Z1 (G) ≤ . . .

werden rekursiv definiert durch

Z0 (G) = 〈1〉 und Zi+1 (G) /Zi (G) = Z (G/Zi (G)) .

Nach dem Korrespondenzsatz 1.4 ist Zi+1 (G) dadurch eindeutig bestimmt
und Normalteiler von G.

Abkürzend schreiben wir auch Ki und Zi, wenn die Gruppe G klar ist.
Offensichtlich ist K2 (G) = G′ und Z1 (G) = Z (G). Weitere einfache Eigen-
schaften von Ki und Zi fassen wir im folgenden Satz zusammen:

7.2 Satz
Für i ∈ N gilt:

1. Ki (G) charG.

2. Zi (G) charG.

3. Sei N CG mit N ≤ Ki (G), dann gilt:

Ki (G) /N ≤ Z (G/N) ⇔ Ki+1 (G) ≤ N.

4. [Zi+1 (G) , G] ≤ Zi (G).

Beweis:

1. folgt induktiv, i = 1 ist klar, i 7→ i+ 1: Sei α ∈ AutG, dann gilt:

Ki+1 (G)α = [Ki (G) , G]α
2.13
=

= [Ki (G)α , Gα]
IV
= [Ki (G) , G] = Ki+1 (G) .
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2. folgt ebenfalls induktiv mit 2.20.4. i = 0 klar und aus Zi (G) charG und

Zi+1 (G) /Zi (G) = Z (G/Zi (G)) charG/Zi (G)

folgt Zi+1 (G) charG mit 2.20.4.

3. Es gilt:

Ki /N ≤ Z (G/N) ⇔ ∀x ∈ Ki,∀y ∈ G : xyN = yxN

⇔ ∀x ∈ Ki,∀y ∈ G : x−1y−1xyN = N

⇔ ∀x ∈ Ki,∀y ∈ G : [x, y]N = N

⇔ ∀x ∈ Ki,∀y ∈ G : [x, y] ∈ N
⇔ [Ki, G] ≤ N

⇔ Ki+1 ≤ N.

4. Es gilt:

Zi+1 /Zi = Z (G/Zi) ⇔ ∀z ∈ Zi+1,∀g ∈ G : zg Zi = gz Zi

⇔ ∀z ∈ Zi+1,∀g ∈ G :

z−1g−1zg Zi = [z, g] Zi = Zi

⇔ [z, g] ∈ Zi

⇔ [Zi+1, G] ≤ Zi .

Wir kommen nun zum Hauptsatz dieses Kapitels:

7.3 Definition und Satz Nilpotente Gruppen
Eine Gruppe G heißt nilpotent, wenn sie folgende äquivalente Bedingungen
erfüllt:

1. Die absteigende Zentralreihe von G erreicht die 〈1〉.

2. Ist U < G, so ist U < NG (U).

3. Jede maximale Untergruppe von G ist Normalteiler in G.

4. G ist das direkte Produkt ihrer Sylowgruppen.

5. Die aufsteigende Zentralreihe von G erreiht G.

6. Je zwei Elemente von G mit teilerfremden Ordnung kommutieren.
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7. Für alle Normalteiler N CG mit N 6= G gilt: Z (G/N) 6= 〈1〉.

Beweis:

1. ⇒ 2. Sei G = K1 (G) ≥ . . . ≥ Km (G) = 〈1〉 die absteigende Zentralrei-
he von G und sei U < G. Dann ist K1 (G) 6⊂ U , aber Km (G) ≤ U . Also
gibt es ein i ∈ {1, . . . ,m}, so dass Ki (G) 6⊂ U,Ki+1 (G) ≤ U . Damit ist

[Ki, G] ≤ [Ki, G] = Ki+1 ≤ U.

Mit 2.14.2 folgt daraus Ki ≤ NG (U) und somit U < NG (U).

2. ⇒ 3. Ist U < G maximal, so liefert U < NG (U), dass NG (U) = G und
damit U CG.

3. ⇒ 4. Sei P ≤ G eine p-Sylowgruppe von G. Dann ist P < NG (P ).
Ist NG (P ) < G, so gibt es eine maximale Untergruppe U < G mit
NG (P ) ≤ U . Nach 3.11 gilt dann NG (U) = U , Widerspruch zu 3. Also
gilt NG (P ) = G, das heißt P CG für jede Sylowgruppe P von G. Mit
Satz ?? folgt die Behauptung 4.

4. ⇒ 5. Wir zeigen Zi < Zi+1, falls Zi < G. Seien P1, . . . , Pr die verschie-
denen Sylowgruppen von G. Nach 4. ist dann

G = P1 × . . .× Pr.

Laut Satz ?? gibt es dann Untergruppen Uj ≤ Pj, so dass

Zi = U1 × . . .× Ur.

Also ist
G/Zi ∼= P1/U1 × . . .× Pr/Ur

das direkte Produkt von Sylowgruppen. Ist Pj/Uj 6= 〈1〉, gilt Z (Pj/Uj) 6=
〈1〉 für die p-Gruppe Pj/Uj nach Satz 2.10. Also ist

Z (G/Zi) = Z (P1/U1)× . . .× Z (Pr/Ur) 6= 〈1〉

und daher Zi+1 > Zi.

5. ⇒ 1. Sei
〈1〉 = Z0 ≤ Z1 ≤ . . . ≤ Zm = G

die aufsteigende Zentralreihe von G. Nach 4. gilt [Zi+1, G] ≤ Zi. Durch
Induktion über i folgt damit

Ki ≤ Zm+1−i für i = 1, . . . ,m+ 1.
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i = 1 ist klar und es gilt

Ki+1 = [Ki, G]
IV
= [Zm+1−i, G]

7.2

≤ Zm−i .

Wegen Zm−m = 〈1〉 ist also Km = 〈1〉.

6. ⇒ 4. Sei |G| = pa1
1 · . . . · parr die Primfaktorzerlegung und sei Pi eine

pi-Sylowgruppe von G. Nach Voraussetzung gilt dann:

Pj ≤ CG (Pi) für i 6= j.

Induktiv folgt mit Lemma ??: P1 · . . . · Pi ist Untergruppe von G, da

(P1 · . . . · Pi−1) · Pi = Pi · (P1 · . . . · Pi−1) .

Es gilt (P1 · . . . · Pi−1) ∩ Pi = 〈1〉 und Pi C P1 · . . . · Pi−1. Mit dem Satz
über das innere direkte Produkt ?? folgt

P1 · . . . · Pi ∼= P1 × . . .× Pi.

Insgesamt erhalten wir

G = 〈P1, . . . , Pr〉 = P1 · . . . · Pr ∼= P1 × . . .× Pr.

7. ⇒ 5. Nach 7.2 ist Zi (G) CG. In der Faktorgruppe G/Zi gilt

Z (G/Zi) 6= 1, falls Zi < G.

Also ist in diesem Fall Zi+1 > Zi. Wegen |G| <∞ folgt: Die aufsteigende
Zentralreihe erreicht G.

4. ⇒ 6. Sei |G| = pa1
1 · . . . · parr die Primfaktorzerlegung und sei Pi eine

pi-Sylowgruppe von G. Nach 4. gilt G = P1 × . . .× Pr. Ist g ∈ Pi und
h ∈ Pj für i 6= j, so gilt gh = hg. Für beliebiges g ∈ P gibt es eindeutig
bestimmte gi ∈ Pi so, dass g = g1 · . . . · gr. Ist h = h1 · . . . · hr mit
hi ∈ Pi ein Element teilerfremder Ordnung, so gilt hi = 1, falls gi 6= 1
und umgekehrt, da ord g =

∏r
i=1 ord gi. Wegen gihj = hjgi für i 6= j

gilt dann gh = hg.

4. und 5. ⇒ 7. Aus G = P1× . . .×Pr folgt N = U1× . . .×Ur mit Ui ≤ Pi
nach ??. Damit ist G/N ≡ P1/U1 × . . . × Pr/Ur, das heißt auch G/N
ist direktes Produkt von Sylowgruppen und daher nilpotent. Nach 5.
erreicht die aufsteigende Zentralreihe von G/N daher G/N , also ist
insbesondere

Z1 (G/N) = Z (G/N) 6= 〈1〉 .
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Bemerkung
Weitere zur Nilpotenz äquivalente Aussagen werden wir in ?? beweisen.

7.4 Folgerung

1. Unter- und Faktorgruppen nilpotenter Gruppen sind nilpotent.

2. p-Gruppen sind nilpotent.

3. Sind G1 und G2 nilpotent, so auch G1 ×G2.

4. Sei M ≤ Z (G) und G/M nilpotent. Dann ist G nilpotent.

Beweis:

1. Sei U ≤ G = P1× . . .×Pr, wobei Pi Sylowgruppen von G sind. Nach ??
ist dann U = U1× . . .×Ur mit Ui ≤ Pi, das heißt auch U ist das direkte
Produkt von Sylowgruppen. Die Aussage für Faktorgruppen wurde in
“4. und 5. ⇒ 7.” im Beweis des letzten Satzes bewiesen.

2. Das Kriterium 7.3.4 ist für p-Gruppen trivialerweise erfüllt.

3. Seien G1 = P1 × . . . × Pr und G2 = Q1 × . . . × Qs die Zerlegungen in
direkte Produkte von Sylowgruppen. Dann ist auch G1 × G2 = P1 ×
. . .×Pr×Q1× . . .×Qs nach Zusammenfassen von Faktoren zur selben
Primzahl ein direktes Produkt von Sylowgruppen.

4. Wir verwenden 7.3.7: Sei N CG,N 6= G. Ist M ≤ N , so ist

(G/M) ((N/M)
0.3∼= G/N

als Faktorgruppe der nilpotenten Gruppe G/M nilpotent, das heißt
die aufsteigende Zentralreihe von G/N erreicht G/N . Insbesondere ist
Z (G/N) 6= 〈1〉.
Ist M � N , so ist MN/N ≤ Z (G/N), da M ≤ Z (G). Wegen M � N
ist MN > N und daher Z (G/N) 6= 〈1〉. Mit 7.3.7 folgt die Nilpotenz
von G.

7.5 Satz
Sei G nilpotent und 〈1〉 6= N CG. Dann ist N ∩ Z (G) > 〈1〉.
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Beweis:
Sei p prim mit p | |N | und sei P eine p-Sylowgruppe von G. Dann ist P ∩N
nach 3.12 eine p-Sylowgruppe von N und nach dem 1. Isomorphiesatz 0.2 ist
P ∩N CP . Deshalb operiert P auf der p-Gruppe P ∩N durch Konjugation.
Sind B1, . . . , Bk die Bahnen dieser Operation, so gilt

|P ∩N | =
k∑
i=1

|Bi| .

Das 1-Element bildet eine Bahn, das heißt einer der Summanden auf der
rechten Seite ist 1. Weil |P ∩N | und |Bi| Potenzen von p sind, folgt:

Es gibt noch weitere einelementige Bahnen, etwa {x}. Dann ist aber
g−1xg = x für alle g ∈ P , also ist x ∈ Z (P ) und damit N ∩Z (P ) > 〈1〉. Weil
G das direkte Produkt der Sylowgruppe ist, ist Z (P ) ≤ Z (G) und daher
N ∩ Z (G) > 〈1〉.

Bemerkung
Beachte: Satz 7.5 gilt insbesondere für p-Gruppen.

7.6 Definition und Satz Nilpotenzklasse
Ist

〈1〉 = Z0 < Z1 < . . . < Zm = G

die aufsteigende Zentrahlreihe einer nilpotenten Gruppe G, so gilt für die
absteigende Zentralreihe

G = K1 > K2 > . . . > Km+1 = 〈1〉 ,

das heißt die beiden Reihen sind gleich lang. Die Länge m der Reihen heißt
Nilpotenzklasse von G.

Beweis:
Sei

G = K1 > K2 > . . . > Kn+1 = 〈1〉

die absteigende Zentralreihe vo G. Im Beweis von 7.3, “5. ⇒ 1.” wurde ge-
zeigt, dass Ki ≤ Zm+1−i. Das liefert n ≤ m. Wir zeigen nun induktiv:

Kn+1−1 ≤ Zi, für i = 0, . . . , n.

i = 0: klar (〈1〉 ≤ 〈1〉). i 7→ i+ 1: Nach 7.2.3 gilt:

Kn−1 /Kn+1−i ≤ Z (G/Kn+1−i) .
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Nach Induktionsvoraussetzung ist Kn+1−i ≤ Zi. Wir betrachten nun den
kanonischen Epimorphismus

ϕ : G/Kn+1−i → G/Zi, gKn+1−i 7→ g Zi .

Es ist

ϕ (Kn−i /Kn+1−i) ≤ ϕ (Z (G/Kn+1−i))
ϕ surj.
≤ Z (G/Zi) = Zi+1 /Zi,

das heißt für g ∈ Kn−i ist ϕ (gKn+1−i) ∈ Zi+1 /Zi. Dann ist gKn+1−i ⊂ Zi+1,
also g ∈ Zi+1 für g ∈ Kn−i. Das liefert Kn−i ≤ Zi+1.

Insgesamt folgt G = Kn+1−n ≤ Zn, also Zn = G und damit n ≥ m.

7.7 Folgerung
Wenn G nilpotent mit Nilpotenzklase m, dann gilt:

Ki ≤ Zm+1−i und Km+1−i ≤ Zi .

Beweis:
Beweis von 7.6 und 7.3, “5. ⇒ 1.”

In nilpotenten Gruppen gilt der folgende Zusammenhang zwischen G′ und
Z (G):

7.8 Satz J. Wiesgold, 1965
Sei p prim, G Gruppe mit |G/Z (G)| = pn. Dann ist G′ eine p-Gruppe und
es gilt

|G′| ≤ p
1
2
n(n−1).

Beweis:
Für n ≤ 1 istG nach 2.2 abelsch und daher alles gezeigt. Sei nun n ≥ 2 und sei
die Behauptung induktiv bereits bewiesen für Gruppen G mit |G/Z (G)| =
pn und m ≤ n. Die Idee des Beweises ist: Wir definieren ein N C G mit
N ≤ G′ ∩ Z (G) und benutzen, dass die Behauptung für G/N bereits gezeigt
ist. Weil G/Z (G) eine p-Gruppe ist, gilt

Z (G/Z (G)) 6= 〈1〉

nach 2.10. Also ist Z2 (G) > Z (G). Sei nun x ∈ Z2 (G) /Z (G) . Wir definieren

N := 〈[x, g]] | g ∈ G〉 .

Nach 7.2 ist
[Z2 (G) , G] ≤ Z1 (G) = Z (G) ,
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das heißt es gilt N ≤ Z (G) und daher N CG.
Wir setzen nun H := G/N . Z (H) enthält natürlich Z (G) /N , aber auch

x ∈ N , denn für y ∈ G ist

[xN, yN ] = [x, y]N = N für alle y ∈ G.

Wegen x ∈ Z (G) liegt xN allerdings nicht in Z (G) /N . Damit ist Z (H) >
Z (G) /N . Mit dem 2. Isomorphiesatz 0.3 erhalten wir

H/ (Z (G) /N) = (G/N) / (Z (G) /N) ∼= G/Z (G) ,

das heißtH/ (Z (G) /N) ist p-Gruppe der Ordnung pn. Damit ist |H/ (Z (G) /N)| =
pm mit m < n. Nach Induktionsvoraussetzung ist aber H ′ eine p-Gruppe mit
|H ′| ≤ p

1
2
(n−1)(n−2). Da N ≤ G′ nach Definition von N , ist nach 2.17

H ′ = (G/N)′ = G′N/N = G′/N. (1)

Wir müssen daher nun zeigen, dass N eine p-Gruppe ist und |N | abschätzen.
Wegen N ′ ∈ Z (G) gilt

[x, g] · [x, h] = [x, g] g−1 [x, h] g
2.13.6
= [x, gh]

und
[x, g]−1 2.13.9

=
[
x, g−1

]
für alle g, h ∈ G. Jdes Element von N ist daher ein Kommutator der Form
[x, g] mit einem g ∈ G. Nun ist

[x, g] = [x, h] ⇔ g−1xg = h−1xh,

das heißt |N | ist gerade die Zahl der Konjugierten von x ∈ G. Daher gilt

|N | = |G|
|CG (x)|

nach 2.7. Der Zentralisator CG (x) enthält sowohl das Zentrum, als auch x,
folglich gilt CG (x) > Z (G) und damit [G : CG (x)] | pn−1. Demnach ist N
eine p-Gruppe mit |N | ≤ pn−1. Mit (1) folgt daher nun: G′ ist eine p-Gruppe
mit Ordnung

|G′| = |H ′| · |N | ≤ p
1
2
(n−1)(n−2) · pn−1 = p

1
2
n(n−1).

Bemerkung
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1. Gruppen |G/Z (G)| = pn sind nach 7.4.4 nilpotent.

2. Es gibt Gruppen mit |G/Z (G)| = pn und |G′| = p
1
2
n(n−1) für jedes n,

das heißt die Abschätzung kann nicht verbessert werden.

3. Die Ordnungen von G′,Z (G) und der im nächsten Kapitel behandelten
Frattini-Gruppe Φ (G) hängen allgemein eng zusammen. Eine weitere
Aussage, die G′ mit Z (G) verknüpft, ist der folgende

Satz Herzog, Kaplan, Lev 2004
Sei G 6= 〈1〉 mit exp (G/G′) ≥ |G′|. Dann ist Z (G) 6= 〈1〉.

Unser nächstes Ziel ist eigentlich die Untersuchung von p-Gruppen. Vor-
her müssen wir aber noch ein Kapitel über die Frattini-Gruppe einschieben,
die sich bei der Untersuchung von p-Gruppen als nützlich erweist.

8 Der Satz von Schur-Zassenhaus

Der Satz von Schur-Zassenhaus ist wohl nach dem Satz von Sylow der wich-
tigste Satz der Gruppentheorie. Wie der Satz von Hall macht er eine Aus-
sage über Existenz und Konjugiertheit von Untergruppen mit bestimmten
Ordnungen, ohne allerdings, wie im Satz von Hall, die Auflösbarkeit voraus-
zusetzen. Im folgenden Lemma wird der Satz zunächst für einen Spezialfall
bewiesen:

8.1 Lemma
Sei NCG abelsch und ggT (|N | , |G/N |) = 1. Dann besitzt N ein Komplement
in G und alle Komplemente von G sind konjugiert.

Beweis:
Ist K ein Komplement von N in G, so gilt G = NK = KN , das heißt es
ist G =

⋃
x∈K Nx die disjunkte Vereinigung. K ist also eine Transversale

der Rechtsnebenklassen von N in G. Sei Θ die Menge aller Transversalen
von Rechtsnebenklassen von N in G. Wir konstruieren ein Komplement von
N als Stabilisator einer geeigneten Gruppenoperation auf Θ/ ∼ mit einer
Äquivalenzrelation ∼.

Für S, T ∈ Θ sei

S | T =
∏

(s,t)∈S×T

(
st−1

)
.
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Wegen Ns = Nt ⇔ st−1 ∈ N ist S | T ∈ N . Weil N abelsch ist, ist die
Reihenfolge in dem Produkt unerheblich. Für R,S, T ∈ Θ gilt:

(S | T )−1 =
∏

(s,t)∈S×T
Ns=Nt

(
st−1

)
= T | S. (2)

(R | S) (S | T ) =
∏

(r,s)∈R×S
Nr=Ns

(
rs−1

) ∏
(s,t)∈S×T
Ns=Nt

(
st−1

)
= R | T (3)

Durch die Festsetzung S ∼ T ⇔ S | T = 1 wird wegen (2) und (3) eine
Äquivalenzrelation auf Θ definiert. Im folgenden bezeichnen wir die Äquiva-
lenzklasse von T mit T̃ .

Nun wollen wir eine Gruppenoperation auf Θ/ ∼ definieren. Da N C G,
ist jedes T ∈ Θ auch eine Transversale von Linksnebenklassen, das heißt es
ist G =

⋃
t∈T tN eine disjunkte Vereinigung. G operiert durch Linksmultipli-

kation auf Theta vermöge

Θ×G→ Θ, (T, g) 7→ g−1T.

Aus
(xS) | (xT ) =

∏
(s,t)∈S×T
Nxs=Nxt

x
(
st−1

)
x−1 = x (S | t)x−1

folgt
S | T = 1 ⇒ (xS) | (xT ) = 1. (4)

Deshalb wird durch T̃ x = x̃−1T , x ∈ G eine Operation von G auf Θ/ ∼
definiert. Wir zeigen nun, dass N dabei transitiv operiert:

Für n ∈ N gilt

(nS) | T =
∏

(ns,t)∈nS×T
Nns=Nt

(
nst−1

) N abelsch
=

|G/N | Faktoren
n|G/N | (S | T ) . (5)

Weil |N | und |G/N | teilerfremd sind und N abelsch ist, ist die Abbildung

α : N → N, n 7→ n|G/N |

ein Automorphismus von N . Wählen wir nun n ∈ N so, dass n|G/N | =
(S | T )−1, so gilt nach (5) folglich:

(nS) | T = 1 (6)

S | T = 1 = (nS) | T ⇒ n = 1. (7)
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Also ist S̃n
−1

= ñS = T̃ , das heißt N operiert transitiv auf Θ/ ∼. Wegen (7)

ist der Stabilisator von T̃ in N trivial. Nach dem Frattiniargument I ??.??
ist folglich der Stabilisator

K := G eT = {x ∈ G : (xT ) | T = 1} .

ein Komplement von N in G.
Ist umgekehrt X ein Komplement von N in G, so gilt xX = X für alle

x ∈ X und daher

(xX) | X = X | X =
∏

(y,z)∈X×X
Ny=Nz

(
yz−1

)
= 1,

denn für y, z ∈ X gilt
Ny = Nz ⇔ y = z,

weil X ein Komplement. Also ist X = G eT für T = X. Weil N und damit G
transitiv auf Θ/ ∼ operieren, ergibt sich die Konjugiertheit der Komplemente
daher aus der Konjugiertheit der Stabilisatoren, also aus 5.6.

Mit diesem Spezialfall können wir nun den allgemeinen Fall beweisen.

8.2 Satz Schur-Zassenhaus
Sei N CG mit ggT (|N | , |G/N |) = 1. Dann gilt:

1. N besitzt ein Komplement in G.

2. Ist N oder G/N auflösbar, so sind alle Komplemente von N in G kon-
jugiert.

3. Sei U < G mit |U | | |G/N |. Sind N oder G/N auflösbar, so ist U in
einer Untergruppe der Ordnung |G/N | von G enthalten.

Beweis:
Sei U ≤ G. Wegen UN/N ∼= U/U ∩ N (1. Isomorphiesatz 0.2) ist U ∩ N C
TODO mit ggT (|U ∩N | , |WU ∩N |) = 1. Sei M CG. Wegen

(G/M) / (MN/M)
0.3∼= G/MN

ist MN/M C G/M mit ggT (|MN/M | , |G/MN |) = 1. Die Voraussetzun-
gen vererben sich also auf Unter- und Faktorgruppen. Sind N oder G/N
auf̈losbar, dann vererbt sich auch diese Voraussetzung auf die entsprechen-
den Unter- und Faktorgruppen.

76



1. Wir machen Induktion über |G| und setzen voraus, dass die Behaup-
tung für Gruppen kleinerer Ordnung gilt. Sei p prim mit p | |N |. Sei P
eine p-Sylowgruppe von N und sei U := NG (P ). Ist U < G, so besitzt
U ∩N ein Komplement K in U . Nach dem Frattini-Argument II ??.??
erhalten wir

G = NU = N (U ∩N)K = NK.

Da N ∩K = (N ∩ U) ∩K = 〈1〉, ist K sogar ein Komplement von N
in G. Sei nun U = G. Dann ist P CG. Aus Z (P ) charP CG folgt

〈1〉
2.10

6= Z (P ) CG.

Wir setzen nun G := G/Z (P ).

Sei nun Z (P ) ≤ V ≤ G, so dass V := V/Z (P ) ein Komplement von
N := N/Z (P ) in G ist. Dann ist

V ∩N = Z (P ) und G = NV.

Daher ist ein Komplement von Z (P ) in V zugleich Komplement von
N in G. Ist V < G, so besitzt Z (P ) nach Induktionsvoraussetzung ein
Komplement n V und wir sind fertig. Ist V = G, so ist N = Z (P ) ein
abelscher Normalteiler. Diese Gruppe besitzt nach 8.1 ein Komplement.

2. Wir machen wieder Induktion über |G|. Seien K1 und K2 Komplemente
von N in G. Sei M ein minimaler Normalteiler von G, der in N liegt
und sei G := G/M . Dann sind K1 := K1M/M und K2 := K2M/M
Komplemente von N = N/M in G. Nach Induktionsvoraussetzung sind
K1 und K2 konjugiert in G, das heißt es gibt ein g ∈ G, so dass

K1M = (K2M)g = Kg
2M

g = Kg
2M.

K1 und Kg
2 sind somit zwei Komplemente von M in K1M . Im Falle

M 6= N ist K1M 6= G. Die Komplemente K1 und Kg
2 sind daher

nach Induktionsvoraussetzung konjugiert in K1M , also auch in G. Sei
nun M = N . Ist N auflösbar, so ist M also auflösbarer minimaler
Normalteiler von G abelsch nach ?? (der Beweis gibt das her). Damit
folgt die Behauptung in diesem Fall aus 8.1.

Sei nun N nicht auflösbar, also G := G/N auflösbar. In G existiert
dann ein Normalteiler ACG, so dass G/A eine nicht trivialie p-Gruppe
ist (in einer Kompositionsreihe von G sind alle Gruppen zyklisch von
Primzahlordnung). Sei A das Urbild von A in G. Dann gilt N ≤ ACG
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nach dem Korrespondenzsatz 1.4. Wenden wir in dieser Situation die
Dedekind-Identität ?? an, so ergibt sich

A = G ∩ A = (NK1) ∩ A = N (K1 ∩ A)

(und analog für K2), also sind K1 ∩ A und K2 ∩ A Komplemente von
N in A. Nach Induktionsvoraussetzung sind diese Komplemente in A
konjugiert. Nach einer geeigneten Konjugation können wir daher ohne
Einschränkung

K1 ∩ A = K2 ∩ A =: D

annehmen. Wegen ACG gilt K1 ∩ACK1 und K2 ∩ACK2 und daher
D C 〈K1, K2〉. Wegen

K1/D
0.2∼= K1A/A = G/A (∼= K2/D)

sind K1/D und K2/D Gruppen derselben Primzahlordnung p. Folglich
existieren p-Sylowgruppen P1 vonK1 udn P2 vonK2, so dassK1 = DP1

und K2 = DP2.

Da ggT (|N | , |K1|) = 1 sind P1 und P2 auch p-Sylowgruppen von G
und somit auch von NG (D) > 〈K1, K2〉. Nach dem Satz von Sylow
3.10 existiert daher ein g ∈ NG (D) mit P1g = P g

2 . Es folgt

Kg
1 = (DP1)

g = DgP g
1 = DP2 = K2.

3. Sei K ein Komplement von N in G und sei U < G mit |U | | |K|.
Sei |U | =: d. Es gilt G = KN und die Dedekind-Identität ?? mit
A := N ≤ UN =: C und B := K angewendet lierfert

UN = UN ∩KN = (UN ∩K)N.

Damit erhalten wir

|UN | ??
=

|U | |N |
|U ∩N |

=
|UN ∩K| |N |
|UN ∩K ∩N |

und damit
d = |U | = |UN ∩K| ,

da
|U ∩N | =

|U |||K|
1 = |UN ∩K ∩N | .

Wenden wir (3) auf UN,N statt G,N an, so gibt es ein g ∈ UN mit
U = (UN ∩K)g ≤ Kg und |Kg| = |K|.
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8.3 Bemerkung

1. Die Bedinung “N oder G/N auflösbar” in Teil 2 und 3 ist überflüssig,
denn wegen ggT (|N | , |G/N |) = 1 ist die Ordnung von mindestens einer
der beiden Gruppen ungerade. Diese Gruppe ist nach dem Satz von
Feit-Thompson auflösbar. Es ist aber kein Beweis dieses verschärften
Satzes bekannt, der nicht den tiefliegenden Satz von Feit-Thompson
oder ähnlich tiefliegende Resultate verwendet.

2. Als direkte Anwendung des Satzes von Schur-Zassenhaus folgt, dass der
Normalisator NG (P ) einer p-Sylowgruppegruppe P von G immer ein
semidirektes Produkt NG (P ) = P o K für ein K ≤ G ist. Dies wird
häufig verwendet, so auch im Beweis des folgenden Satzes:

8.4 Satz
Sei p prim. Gilt p | |Φ (G)|, so gilt auch p | |G/Φ (G)|.
Beweis:
Angenommen, es gilt p - |Φ (G)|. Sei P eine p-Sylowgruppe von Φ (G). Weil
Φ (G) nilpotent ist (??) gilt:

P char Φ (G) charG

und daher P C G. Da P SYlowgruppe ist, haben wir ggT (|P | , |G/P |) = 1.
Nach dem Satz von Schur-Zassenhaus 8.2 besitzt P folglich ein Komplement
K in G. Also ist

G = PK ≤ Φ (G)K
??
= K < G.

Widerspruch! Eine weitere Möglichkeit, Komplemente von Untergruppen zu
finden, werden wir im nächsten Kapitel kennen lernen.

9 Die Verlagerung

Für eine beliebige Untergruppe Q ≤ G definiert die Verlagerung V einen
Homomorphismus V : G → Q/Q′. In bestimmten Fällen ist KerV ein (nor-
males) Komplement zu Q in G.

9.1 Lemma
Sei Q ≤ G mit [G : Q] = n. Seien {l1, . . . , ln} und {h1, . . . , hn} Linkstrans-
versalen von Q in G. Sei g ∈ G. Zu jedem i gibt es genau ein σ (i) ∈
{1, . . . , n} und genau ein xi ∈ Qi, so dass

ghi = lσ(i)xi.

σ ist eine Permutation der Zahlen {1, . . . , n}.
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Beweis:
Da G =

⋃n
i=1 liQ eine disjunkte Vereinigung, gibt es genau eine Linksneben-

klasse lσ(i)Q mit ghi ∈ lσ(i)Q. Auch das xi ∈ Q mit ghi = lσ(i)xi ist eindeutig
bestimmt.

Nun gelte σ (i) = σ (k) = j. Dann ist ghi = lixi und ghk = ljxk. Daraus
folgt:

ghix
−1
i = ghkx

−1
k ⇔ h−1

i hk = x−1
i xk ∈ Q

⇔ hiQ = hkQ

⇔ i = k.

Also ist σ injektiv und damit bijektiv.

9.2 Definition Verlagerung
Sei Q ≤ G eine Untergruppe mit [G : Q] = n,Q′ die Kommutatorgruppe von
Q. Sei {P1, . . . , Pn} eine Linkstransversale von Q in G. Die Verlagerung ist
die Abbildung

V : G→ Q/Q′, V (g) =
n∏
i=1

xiQ
′,

wobei gli = ljxi. Oft schreibt man kurz VG→Q für die Verlagerung.

Bemerkung
Die über Rechtstransversalen definierte Verlagerung ist mit V identisch.

9.3 Satz
Sei Q ≤ G mit [G : Q] = n. Dann ist die Verlagerung V : G → Q/Q′ ein
Homomorphismus und die Definition von V ist unabhängig von der Wahl der
Linkstransversale von Q in G.

Beweis:
Seien {l1, . . . , ln} und {h1, . . . , hn} Linkstransversalen von Q in G. Sei g ∈ G.
Nach 9.1 gibt es σ, τ, α ∈ Sn und xi, yi, zi ∈ Q, so dass

gli = lσ(i)xi,

ghi = hτ(i)yi,

hi = lα(i)zi.

Damit ist
ghi = glα(i)zi = lσ(α(i))xα(i)zi.

Definieren wir j durch α (j) = σ (α (i)), so haben wir hj = lσ(α(j))zj und damit
ghi = hjz

−1
j xα(i)zi. Die Eindeutigkeitsaussage in 9.1 und die Definition von

j liefern uns j = τ (i) und

yi = z−1
j xzi = z(α−1σα)(i)xα(i)zi.
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In der abelschen Gruppe Q/Q′ können wir Faktoren vertauschen, also ist

n∏
i=1

yiQ
′ =

n∏
i=1

x−1
(α−1σα)(i)xα(i)ziQ

′ =
n∏
i=1

xα(i)Q
′ =

n∏
i=1

xiQ
′,

denn wegen α−1σα ∈ Sn taucht das Inverse von allen zi auf und annulliert
zi. Also ist V unabhängig von der Wahl der Transversalen.

Sei nun g, g′ ∈ G und sei {l1, . . . , ln} eine Linkstransversale von Q in G.
Dann gibt es σ, τ ∈ Sn und xi, yi ∈ Q, so dass gli = lσ(i) und g′li = lτ(i)yi. Es
folgt

gg′li = glτ(i)yi = lσ(τ(i))xτ(i)yi.

Deshalb ist

V (gg′) =
n∏
i=1

xτ(i)yiQ
′ =

(
n∏
i=1

yiQ
′

)(
n∏
i=1

xτ(i)Q
′

)
= V (g)V (g′) .

Also ist V ein Homomorphismus.

Das folgende Lemma sagt aus, dass V (g) das Produkt von konjugierten
von Potenzen von G ist:

9.4 Lemma
Sei Q ≤ G mit [G : Q] = n und sei {l1, . . . , ln} eine Linkstransversale von
Q in G. Für jedes g ∈ G existieren Elemente h1, . . . , hm ∈ G und Zahlen
n1, . . . , nm ∈ N (alle von g abhängig), so dass gilt:

1. hi ∈ {l1, . . . , ln}.

2. h−1
i g−1

i hi ∈ Q.

3.
∑m

i=1 ni = n = [G : Q].

4. V (g) =
∏m

i=1

(
h−1
i gnihi

)
Q′.

Beweis:
Nach 9.1 gibt es σ ∈ Sn und xi ∈ Q, so dass gli = lσ(i)xi. Wir zerlegen σ
in ein Produkt σ = α1 · . . . · αn disjunkter Zykel, wobei wir Fixpunkte nicht
weglassen. Ist α = (j1, . . . , jr), so gilt:

glj1 = lσ(j1)xj1 = lj2xj1glj2 = lj3xj2 , . . . , gljr = lj1xjr .

Q enthält das Element

xjr · . . . · xj1 =
(
l−1
j1
gljr
)
· . . . ·

(
l−1
j3
glj2
) (
l−1
j2
glj1
)

= l−1
j1
grlj1 .

Wir setzen nun hi := lj1 und ni := r und erhalten die Behauptung.
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9.5 Satz
Sei Q < G mit [G : Q] = n und V : G→ Q/Q′ die Verlagerung. Dann gilt:

1. Für g ∈ Z (G) ist V (g) = gnQ′.

2. Ist Q ≤ Z (G), so ist V (g) = gn für alle g ∈ G.

Beweis:

1. Nach 9.4 gibt es hi ∈ G, ni ∈ N, so dass

Vi (g) =
m∏
i=1

h−1
i gnihiQ

′.

Für g ∈ Z (G) ist aber h−1
i gnihi = gni und daher

V (g) =
m∏
i=1

gniQ′ = gn Q′︸︷︷︸
=〈1〉

.

2. Ist Q ≤ Z (G), so ist QCG. Falls h−1grh ∈ Q für h, g ∈ G, gilt auch

gr = h
(
h−1grh

)
h−1 ∈ Q.

Nach 9.4 gibt es für g ∈ G Elemente hi ∈ G und Zahlen ni ∈ N mit∑m
i=1 ni = n, so dass

V (g) =
m∏
i=1

h−1
i ghi︸ ︷︷ ︸
∈Q

Q′ =
m∏
i=1

gniQ′ = gnQ′,

denn wegen h−1
i gnihi ∈ Q ≤ Z (G) ist auch gni ∈ Z (G) und daher

h−1
i gnihi = gni .

9.6 Folgerung
Besitzt eine Gruppe G eine Untergruppe Q ≤ Z (G) mit [G : Q] = n, so ist
die Abbildung

ϕ : G→ Q, g 7→ gn

ein Homomorphismus.
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Beweis:
Wegen Q ≤ Z (G) ist Q abelsch und daher Q′ = 〈1〉, das heißt wir können
die Verlagerung als Homomorphismus V : G → Q auffassen. Gemäß 9.5 ist
V (g) = gn und V ist nach 9.3 ein Homomorphismus.

9.7 Satz
Sei H < G und sei ggT ([G : H] , [H,H ′]) = 1. Dann gilt:

H ∩G′ ∩ Z (G) ≤ H ′.

Beweis:
Wir betrachten die Verlagerung V : G→ H/H ′. Sei g ∈ H ∩G′ ∩ Z (G). Da
g ∈ Z (G), gilt V (g) = g[G:H]H ′. Weil V ein Homomorphismus in die abelsche
Gruppe H/H ′ ist, gilt

V (g) = 1 ·H ′ ∀g ∈ G′

nach 2.13.3. Für g ∈ G′ ∩ Z (G) ist daher V (g) = g[G:H]H ′ = 1 ·H ′.
Wegen g ∈ H und

ggT ([G : H] , [H : H ′]) = 1

gilt auch
ggT (ord gH ′, [G : H]) = 1.

Daraus folgt g ∈ H ′.

9.8 Folgerung
Sei P eine p-Sylowgruppe von G. Dann gilt P ∩ G ∩ Z (G) ≤ P ′. Ist P
abelsch, so ist insbesondere P ∩G′∩Z (G) = 〈1〉. Sind alle Sylowgruppen von
G abelsch, so ist G′ ∩ Z (G) = 〈1〉.

Beweis:
Für die p-Sylowgruppe P ist die in 9.7 nötige Bedingung

ggT ([G : P ] , [P : P ′]) = 1

automatisch erfüllt. Sind alle Sylowgruppen von G abelsch, so sei g ∈ G′ ∩
Z (G) mit ord g = p prim. Dann gibt es eine p-Sylowgruppe P von G mit
g ∈ P . Aus P ∩G′ ∩ Z (G) = 〈1〉 folgt aber g = 1. ⇒ Widerspruch!

9.9 Lemma
Sei p prim und P eine p-Sylowgruppe von G. Sind g, h ∈ CG (P ) konjugiert
in G, so sind sie konjugiert in NG (P ).
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Beweis:
Sei h = x−1gx für x ∈ G. Dann ist

h ∈ x−1 CG (P )x
2.5
= CG

(
x−1Px

)
.

Damit sind P und x−1Px p-Sylowgruppen von CG (H). Nach dem Satz von
Sylow 3.10 sind die beiden Gruppen daher in CG (H) konjugiert, das heißt
es gibt ein c ∈ CG (H), so dass

P = c−1x−1Pxc.

Das Element xc ist folglich in NG (P ) enthalten und es gilt

c−1x−1gxg = c−1hc = h.

9.10 Satz Satz vom normalen Komplement, Burnside (1900)
Sei P ≤ G eine abelsche Sylowgruppe mit P ≤ Z (NG (P )), das heißt P
sei im Zentrum ihres Normalisators enthalten. Dann hat P ein normales
Komplement K in G.

Beweis:
P ist abelsch, das heißt es gilt P ′ = 〈1〉 und wir können die Verlagerung als
Homomorphismus V : G → P auffassen. Wir berechnen V (g) für g ∈ P .
Nach 9.4 gibt es Elemente hi ∈ G und Zahlen ni ∈ N, so dass

V (g) =
m∑
i=1

h−1
i ghi.

Dabei gilt gni ∈ P (weil g ∈ P ) und h−1
i gnihi ∈ P nach 9.4. Weil P abelsch

ist, ist P ≤ CG (P ) und daher gni , h−1
i gnihi ∈ CG (P ). Gemäß Lemma 9.9 sind

die Elemente gni und h−1
i gnihi ∈ NG (P ) konjugiert, das heißt ∃ci ∈ NG (P ),

sodass
h−1
i gnihi = c−1

i gnici.

Aus gni ∈ P ≤ Z (NG (P )) folgt nun aber sogar c−1
i gnici = gni . Damit ist

V (g) = gn für alle g ∈ P , wobei n := [G : P ]. Sei |P | =: q. Weil n und q
teilerfremd sind, gibt es ganze Zahlen α, β mit αn+ βq = 1. Daher ist

gαn+βq = gαngβq = (gα)n ,

das heißt V : G → P ist surjektiv. Sei nun K := KerV . Nach dem Homo-
morphiesatz gilt G/K ∼= P und wegen |K| = n und ggT (|K| , |P |) = 1 ist
dann G = KP und K ∩ P = 〈1〉.
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9.11 Definition p-nilpotent
Wenn eine p-Sylowgruppe von G ein normales Komplement besitzt, heißt G
p-nilpotent. Damit lautet der Satz von Burnside:

Ist P ≤ G eine abelsche p-Sylowgruppe mit P ≤ Z (NG (P )), so ist G
p-nilpotent.

9.12 Satz
Sei p der kleinste Primteiler von |G|. Sind die p-Sylowgruppen von G zyklisch,
so ist G p-nilpotent.

Beweis:
Sei P eine p-Sylowgruppe von G. Nach Satz 2.4 ist NG (P ) /CG (P ) isomorph
zu einer Untergruppe von AutP . Insbesondere gilt

|NG (P ) /CG (P )| | |AutP | .

Ist |P | = pm, so ist |AutP | = pm−1 (p− 1) nach Folgerung 4.6. Da P zyklisch
ist, gilt P ≤ CG (P ) und daher

p - |NG (P ) /CG (P )| .

Also ist
|NG (P ) /CG (P )| | (p− 1) .

Gleichzeitig gilt aber
|NG (P ) /CG (P )| | |G|

und p ist der kleinste Primteiler von |G|. Also folgt

|NG (P ) /CG (P )| = 1,

das heißt NG (P ) = CG (P ) und daher

P ≤ Z (NG (P )) .

Also folgt die Behauptung mit 9.10.

9.13 Folgerung
Sei G eine Gruppe mit einer zyklischen 2-Sylowgruppe P . Dann ist

G = O (G) o P

ein semidirektes Produkt.

9.14 Folgerung
Eine nicht abelsche einfache Gruppe kann keine zyklischen 2-Sylowgruppen
enthalten.
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9.15 Bemerkung
Der Satz von Brauer-Suzuki macht eine ähnliche Aussage, wenn die 2-Sylowgruppen
verallgemeinerte Quaternionengruppen sind. Genauer gilt:

Sei G eine Gruppe, deren 2-Sylowgruppen verallgemeinerte Quaternio-
nengruppen sind. Ist O2′ (G) = 〈1〉, so ist |Z (G)| = 2. Insbesondere ist G
nicht einfach.

Die einfachen Gruppen, die Diedergruppen als 2-Sylowgruppen haben,
wurden in einer Serie längerer Arbeiten von Gorenstein und Walter klassifi-
ziert.

9.16 Folgerung
Sei G eine nicht abelsche einfache Gruppe und p der kleinste Primteiler von
|G|. Dann gilt entweder p3 | |G| oder 12 | |G|.

Beweis:
Sei P eine p-Sylowgruppe von G und seiN := NG (P ) und C := CG (P ). Nach
9.12 ist P nicht zyklisch. Also ist |P | ≥ p2 und falls p3 - |G| gilt P ∼= Zp×Zp.
Laut 2.4 ist N/C isomorph zu einer Untergruppe von AutP und es gilt

|AutP | = |Gl (2,Fp)| =
(
p2 − 1

) (
p2 − p

)
= p (p− 1)2 (p+ 1) .

Aus |N/C| | |AutP | und |N/C| | |G| folgt |N/C| teilt (p+ 1), da p der
kleinste Primteiler von |G| ist und P ≤ C gilt. Da |N/C| > 1 nach 9.10
(sonst hätte P ein normales Komplement), muss |N/C| = p + 1 gelten und
diese Zahl muss prim sein. Also folgt in diesem Fall p = 2 und |AutP | = 6,
das heißt |N/C| = 3. Damit gilt in diesem Fall 12 | |G|.

9.17 Satz (Hölder, 1985)
Ist jede Sylowgruppe einer endlichen Gruppe G zyklisch, so ist G auflösbar.

Beweis:
Induktion über |G|. Sei p der kleinste Primteiler von |G| und sei P eine p-
Sylowgruppe von G. Nach Satz 9.12 besitzt P ein normales Komplement
K. K besitzt als Untergruppe von G lauter zyklische Sylowgruppen, ist also
wegen |K| < |G| nach Induktionsvoraussetzung auflösbar. G/K ∼= P ist als
zyklische Gruppe ebenfalls auflösbar. Mit Satz ?? folgt daraus die Auflösbar-
keit von G.

9.18 Folgerung (Hölder)
Gruppen quadratfreier Ordnung sind auflösbar.

Beweis:
Die Sylowgruppen von Gruppen quadratfreier Ordnung sind zyklisch. Die
Behauptung folgt mit 9.17
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Ausblicke

In der Vorlesung habe ich versucht, einen Überblick über die wichtigsten
Sätze der elementaren Gruppentheorie zu geben, soweit das in diesem Rah-
men möglich war. Man hätte die Schwerpunkte auch anders setzen können.
Ein wichtiges Kapitel, das leider nicht behandelt werden konnte, ist Matri-
zengruppen, in dem neben einfachen Eigenschaften von Gl (n,Fq) , Sl (n,Fq)
auch behandelt wird, dass die Gruppen

PSL (n,Fq) := Sl (n,Fq) /Z (Sl (n,Fq))

für (n, q) 6= (2, 2) , (2, 3) und n > 1 einfach sind.
Für einen tieferen Einblick in die Gruppentheorie muss man sich mit der

sogenannten Darstellungstheorie beschäftigen. Diese untersucht systematisch
Homomorphismen

D : G→ Gl (n,K)

(Darstellungen) für verschiedene Körper K (manchmal auch für Ringe). Die
Untersuchung der Darstellungen ist äquivalent zur Untersuchung der Unter-
moduln des sogenannten Gruppenrings

KG :=

{∑
g∈G

agg | ag ∈ K

}

(mit der natürlichen Multiplikation). Schnell stellt sich heraus, dass sich die
Darstellungstheorie sehr stark unterscheidet, je nachdem ob charK | |G| oder
nicht. In der gewöhnlichen Darstellungstheorie (charK - |G| bzw. charK =
0) genügt normalerweise die Untersuchung der Charaktere

χD : G→ K, χD (g) := SpurD (g) .

Mit der Charaktertheorie lässt sich zum Beispiel der paqb-Satz von Burnside
beweisen.

In der modularen Darstellungstheorie (charK | |G|) muss man - wie
der Name schon sagt - in der Regel tatsächlich die Untermoduln von KG
betrachten. Dafür sind dann auch weitergehende Kenntnisse der Ringtheorie
nötig. Der Satz von Brauer-Suzuki (siehe 9.15) wird beispielsweise mit Hilfe
der modularen Darstellungstheorie bewiesen.
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